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Abstra
t

We stress the importan
e of addition (of alphabets) in the mathe-

mati
al work of Gian-Carlo Rota, in parti
ular for what 
on
erns his

"Finite Operator Cal
ulus".

J'ai ren
ontr�e Gian-Carlo en 1976 en d�ebarquant au MIT �a la re
her
he

d'interlo
uteurs. Travaillant �etroitement ave
 Mar
el-Paul S
h�utzenberger

qui �etait un de ses grands amis, je n'avais pas besoin d'autre introdu
tion!

De plus, les quelques dollars que j'avais en po
he me 
antonnaient aux restau-

rants dits \fasts", 
e que le sens de l'hospitalit�e de Gian-Carlo pouvait dif-

�
ilement a

epter. J'eus don
 l'honneur de �gurer �a plusieurs reprises sur

sa note de frais professionnels. C'�etait en
ore l'�epoque o�u les inspe
teurs

des impôts a

eptaient d'en
ourager le d�eveloppement de la 
ombinatoire.

Ce n'est plus le 
as de nos jours o�u 
ette derni�ere a a

�ed�e �a la re
onnais-

san
e oÆ
ielle du S�eminaire Bourbaki. Je tiens �a pr�e
iser toutefois que le

repas �etait prolong�e par de longues dis
ussions sur les m�erites 
ompar�es de

di��erentes stru
tures alg�ebriques, Gian-Carlo me demandant de lui r�ep�eter

une fois en
ore les axiomes des �-anneaux qu'il notait dans ses 
ahiers ave


un nouvel exemple de leur usage.

Gian-Carlo se pr�esentait 
omme l'�epigraphiste des ri
hesses de la litt�era-

ture math�ematique pass�ee et l'avo
at de la re
her
he des stru
tures qui per-

mettent de les int�egrer aux 
ourants a
tuels.

Par exemple, le prin
ipe d'in
lusion-ex
lusion 
onduit �a l'�etude des en-

sembles ordonn�es, et �a leur fon
tion de Moebius. La th�eorie des invariants

m�ene au 
al
ul ombral, le 
al
ul di��erentiel a sa 
ontrepartie dis
r�ete, et
.

1



Mais il ne suÆt pas de d�egager les stru
tures alg�ebriques pour qu'elles ex-

istent, il faut en
ore les 
ommer
ialiser. Et pour 
ela, montrer que l'investis-

sement que repr�esente leur apprentissage est r�e
ompens�e par l'�e
lairage nou-

veau apport�e �a di��erents domaines 
lassiques, la mise en relation de notions

disjointes jusque l�a, et l'apport de nouveaux objets - 
ar on ne peut toujours

moudre le même grain, il faut semer!

Cal
ul ombral [13℄, fon
tion de Moebius [14℄, alg�ebres de Hopf [19℄, de

Baxter [16℄, et
. peuvent de fait se r�esumer 
ha
un(e)s en deux mots.

Par exemple, le 
al
ul ombral est l'art de lever les indi
es et d'abaisser les

exposants, l'inversion de Moebius est l'inversion des matri
es triangulaires

de diagonale 1; : : : ; 1, et
.

Mais 
es notions sont plus sophistiqu�ees qu'il n'y parâ�t. Comment


al
uler sur des ensembles ordonn�es quand on ne peut les repr�esenter et

exp�erimenter sur eux d�es qu'ils sont quelque peu volumineux? Même dans le


as d'un objet aussi 
lassique que le groupe sym�etrique, si l'on peut donner

sa fon
tion de Moebius (relative �a l'ordre de Bruhat), on ne sait dire que

peu de 
hoses sur ses intervalles ( i.e. les ensembles [x; y℄ := fz : x � z �

yg). Par exemple, on 
onje
ture que les polynômes de Kazhdan-Lusztig P

x;y

pour le groupe sym�etrique ne d�ependent que de la 
lasse d'isomorphisme de

l'intervalle [x; y℄, mais en g�en�eral on ne sait pas 
al
uler 
e polynôme, quoique


e soit le premier niveau de la des
ription des intervalles.

Quand �a lever des indi
es, rien ne nous en empê
he, mais bien entendu

on veut le faire sans perte d'information.

Il est 
lair que dans une identit�e lin�eaire en des ind�etermin�ees a

i

, i =

1; 2 : : : , on peut rempla
er sans dommage 
haque a

i

par a

i

, en supposant

que a est une ind�etermin�ee ou un �el�ement trans
endant sur l'espa
e de base.

Mais pourquoi dans les relations de straightening si 
h�eres �a Rota [21℄ entre les

mineurs d'une matri
e peut-on se restreindre �a une matri
e de Vandermonde

2

4

a

1

a

2

a

3

� � �

b

1

b

2

b

3

� � �

� � � � � �

3

5

au lieu d'avoir �a prendre une matri
e g�en�erique

2

4

a

1

a

2

a

3

� � �

b

1

b

2

b

3

� � �

� � � � � �

3

5

?

Les r�egles du 
al
ul ombral sont simples, mais d�e�nir pr�e
is�ement leur

domaine de validit�e est beau
oup moins �el�ementaire et pose un probl�eme

de \fondations", 
f. [23℄. J'aborderai don
 
e probl�eme sous l'angle le plus

simple que je 
onnaisse, 
elui de l'addition.
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Addition de quoi? Addition d'alphabets, i.e. union disjointe d'ensembles

d'ind�etermin�ees :

(A = fag ; B = fbg) 7! A + B := fag [ fbg :

Ne 
onsid�erons pour le moment que des ensembles �nis. En prenant une

ind�etermin�ee suppl�ementaire z, on peut �e
rire des fon
tions g�en�eratri
es

�

z

(A ) :=

Y

a2A

(1 + za) ; �

z

(A ) :=

Y

a2A

1

1� za

: (1)

dont le d�eveloppement d�e�nit les fon
tions 
ompl�etes S

i

(A ) et �el�ementaires

�

i

(A )

�

z

(A ) =

X

z

i

�

i

(A ) ; �(A ) =

X

z

i

S

i

(A ) : (2)

L'addition des alphabets implique don
 le produit des fon
tions g�en�eratri
es

�

z

(A + B ) = �

z

(A )�

z

(B ) ; �

z

(A + B ) = �

z

(A ) �

z

(B ) : (3)

On a besoin aussi des sommes de puissan
e  

i

:

 

i

(A ) =

X

a2A

a

i

;

1

X

i=1

 

i

(A )

z

i

i

= log(�

z

(A )) : (4)

Mais quand on sait additionner, on sait aussi multiplier par un entier

positif

A = fag ! 2A := fa

0

g [ fa

00

g ; 3A := fa

0

g [ fa

00

g [ fa

000

g : : :


'est-�a-dire doubler, tripler 
haque lettre (et oublier les dia
ritiques �a l'�etape

�nale):

�

z

(2A ) = �

z

(A )

2

; �

z

(3A ) = �

z

(A )

3

: : :

On n'a pas besoin de plus d'outils pour inverser les s�eries formelles f(z) =

z + f

1

z

2

+ f

2

z

3

+ � � � , 
'est-�a-dire trouver g(z) = z + g

1

z

2

+ g

2

z

3

+ � � � telle

que

f(g(z)) = z & g(f(z)) = z :

C'est un probl�eme que l'on sait r�esoudre depuis Lagrange, en 
al
ulant les

d�eriv�ees su

essives des puissan
es de f , 
'est-�a-dire �a l'aide d'op�erations qui

s'expriment ais�ement en termes d'alphabets. Si l'on d�e
ide d'�e
rire f sous la

forme f = z�

�z

(A ), alors on trouve que les puissan
es de g sont

g

k

(z) = k z

k

X

z

i

i+ k

�

i

�

(i + k)A

�

; (5)
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et don
 ne r�e
lament que la multipli
ation des alphabets par des entiers si

k 2 Z (on peut en fait prendre k 2 C ; le 
as limite k = 0 donne le logarithme

de g).

La th�eorie des fon
tions sym�etriques fournit, pour tout 
hoix de 
ouples

de bases adjointes par rapport au produit s
alaire naturel, un d�eveloppement

des �

i

((i+k)A ) en fon
tion des 
oeÆ
ients de f ou 1=f . Ces d�eveloppements

apparaissent dans la litt�erature 
lassique, obtenus par les nombreux math�e-

mati
iens qui ont voulu donner leur interpr�etation de l'inversion de Lagrange,

en dernier lieu dans la th�ese de Vin
ent Prosper qui en propose l'impl�emen-

tation [9, 10℄. En d'autres termes, la notation 
ondens�ee �

i

((i+k)A ) 
ontient

les formules suivantes (nous rejetons en annexe les propri�et�es requises des

fon
tions sym�etriques) :

�

i

((i + k)A ) = (�1)

i

P

jJj=i

 

J

(�(i + k))S

J

(A ) (a)

=

P

jJj=i

 

J

(i+ k)�

J

(A ) (b)

=

P

jJj=i

S

J

(i + k)S

J

�

(A ) (
)

=

P

jJj=i

�

J

(i + k) 

J

(A ) (d)

= (�1)

i

P

jJj=i

(�i�k)

`(J)

m

1

!m

2

!���

(

 

1

1

)

m

1

(

 

2

2

)

m

2

(

 

3

3

)

m

3

� � � (e)

(6)

sont les d�eveloppements possibles dans la base des produits de fon
tions


ompl�etes S

J

, des produits de fon
tions �el�ementaires �

J

, des fon
tions de

S
hur S

J

, des fon
tions monomiales  

J

, des produits de sommes de puis-

san
e  

J

, en notant dans (6e) les partitions sous forme exponentielle : J =

1

m

1

2

m

2

� � � .

Soulignons en
ore une fois que 
ha
un de 
es d�eveloppements r�esulte

d'une expli
itation de l'op�eration A ! k A �a l'aide de (1),...,(4).

Revenons aux travaux de Gian-Carlo. Je dis que l'arti
le fondamental

"Finite Operator Cal
ulus" [R1℄ repose essentiellement sur l'inversion de La-

grange, et don
 en �n de 
ompte, sur la multipli
ation des alphabets par des

entiers.

De quoi s'agit-il? On veut d�eformer la d�eriv�ee

D :=

d

dx

! Q = D + a

1

D

2

+ a

2

D

2

+ � � �

tout en pr�eservant des propri�et�es telles que l'existen
e d'une base fx

n

g :

Dx

n

= nx

n�1

, 
elle d'un d�eveloppement de Taylor, et
. , i.e. les outils de

l'analyse 
lassique en une variable.

Introduisons un alphabet A (dont on ne 
her
hera pas �a expli
iter les

�el�ements !) pour �e
rire

Q = D�

�D

(A ) = D � S

1

(A )D

2

+ S

2

(A )D

2

� S

3

(A )D

3

+ � � � (7)
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On 
her
he des polynômes P

n

, n = 1; 2 : : : , P

0

:= 1, tels que

Q(P

n

) = nP

n�1

& P

n

(0) = 0 ; n � 1 : (8)

Le th�eor�eme de Rota ([17℄, th. 4), est

P

n

= x �

D

(nA ) x

n�1

; n � 1 : (9)

Preuve. Notant f

0

la d�eriv�ee en x d'une fon
tion f(x), on a f(D)x = x f(D)+

f

0

(D). Prenant f telle que f(D) = �

D

(�A ), on a Q = Df = f D et

QP

n

= f DP

n

= f Dxf

�n

x

n�1

= f f

�n

x

n�1

+ fxDf

�n

x

n�1

= f

�n+1

xx

n�2

+ fxf

�n

Dx

n�1

= (1�n)f

0

f

�n

x

n�2

+xf

�n+1

x

n�2

+xf

0

f

�n

(n�1)x

n�2

+xf

�n+1

(n�1)x

n�2

= nP

n�1

Le th�eor�eme de Rota a de multiples 
orollaires qui sont les propri�et�es de

l'analyse 
lassique que l'on voulait d�eformer :

� existen
e d'un noyau reprodu
teur

X

P

n

(y)

n!

Q

n

(f(x)) = f(x+ y) ; (10)

� d'une formule de Cau
hy

X

P

n

(y)

n!

x

n

�

�x

(nA ) = exp(xy) ; (11)

� d'une propri�et�e de \binomialit�e"

P

n

(x+ y) =

X

�

n

i

�

P

i

(x)P

n�i

(y) : (12)

Ces formules peuvent s'interpr�eter 
omme r�esultant du rempla
ement de

l'exponentielle 
lassique par

P

x

n

P

n

(x)=n!. Elles peuvent appara�tre beau-


oup plus surprenantes une fois sp�e
ialis�ees.

Prenons par exemple Q = D(1 � D), i.e. A est tel que S

1

(A ) = 1,

S

i

(A ) = 0, i > 1. Alors �

i

(nA ) =

�

n+i�1

i

�

,

P

n

=

X

(n� i) � � � (n + i� 1)

i!

x

n�i

; (13)
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et la formule de Cau
hy donne le d�eveloppement de l'exponentielle

exp(xy) =

X

P

n

(y)

n!

x

n

(1� x)

n

(14)

utilis�e par S
hur [24℄ pour 
al
uler sin(�x).

Les polynômes d'Abel apparaissent pour

Q = D + aD

2

=1! + a

2

D

3

=2! + � � � ;

i.e. pour Q tel que Q(f(x)) =

d

dx

f(x+ a).

L' \alphabet d'Abel" 
orrespondant est tel que S

i

(A ) = (�a)

i

=i!, �

i

(nA ) =

S

i

(nA ) = (�na)

i

=i!, et don
 alors

P

n

(x) = x (x� na)

n�1

: (15)

Dans 
e 
as, 
e sont en fait les sommes de puissan
es qui sont les plus simples,


ar l'on a :

 

1

(nA ) = �na &  

i

(nA ) = 0 ; i > 1 :

On peut noter que les dimensions dim(J), J partition, des repr�esentations du

groupe sym�etrique sont donn�ees par la sp�e
ialisation S

i

(A ) = 1=i!. On peut

don
 
al
uler les d�eterminants en les S

i

(nA ) en terme de 
es dimensions (qui

ont di��erentes interpr�etations 
ombinatoires). Ainsi a-t-on pour les fon
tions

de S
hur en les multiples entiers de l'alphabet d'Abel, pour J = [j

1

; : : : ; j

n

℄,

0 � j

1

�� � � � � j

n

:

S

J

(nA ) =

(�a n)

jJj

jJ j!

dim(J) = (�a n)

jJj

det

�

�

�

�

1

(j

i

+ k � i)!

�

�

�

�

1�i;k�n

:

Dernier exemple de d�eformation de la d�eriv�ee, 
onduisant aux nombres

de Bernoulli:

Q = D

D

exp(D)� 1

= D (1�

1

2

D +

B

2

2!

D

2

+

B

4

4!

D

4

+ � � � ) (16)

On a don


S

i

(A ) = B

i

=i! & �

i

(A ) = (�1)

i

=(i+ 1)! ; i � 0 :

Les fon
tions �el�ementaires sont les mêmes que pour Abel (et a = 1), �a un

d�e
alage d'indi
e pr�es, qui a des 
ons�equen
es que le 
orps m�edi
al d�enomme

drastiques:

P

n

(x) = x

�

exp(D)� 1

D

�

n

x

n�1

= x(1 +D=2! +D

2

=3! + � � � )

n

x

n�1

: (17)
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D'avoir des notations 
ompa
tes pour d�esigner les 
oeÆ
ients des puis-

san
es d'une s�erie fa
ilite grandement les 
al
uls. Mais de plus, que 
es

notations utilisent le formalisme des alphabets et des fon
tions sym�etriques

permet, �a partir d'une identit�e, d'en engendrer de multiples autres en puisant

dans tout bon formulaire de fon
tions sym�etriques [7℄ ou [8℄.

Ainsi, dans le 
as pr�esent de l'alphabet de Bernoulli, l'identit�e

d

dx

exp(x) =

exp(x) implique que  

i

(A ) = �S

i

(A) 8i > 1, et don
 les relations de Newton

entre fon
tions 
ompl�etes S

i

et sommes de puissan
es  

k

nS

n

=  

1

S

n�1

+  

2

S

n�2

+ � � � 

n

S

0

fournissent la r�e
urren
e suivante sur les nombres de Bernoulli (dont Gessel

me signale qu'elle est 
lassique)

�(n + 1)S

n

(A ) =

�n� 1

n!

B

n

= S

2

(A )S

n�2

(A ) + S

4

(A )S

n�4

(A ) + � � �+ S

n�2

(A )S

2

(A ) :

(18)

On pourra 
omparer l'algorithme sous-ja
ent �a 
elui de Mademoiselle Au-

gusta Ada, 
omtesse de Lovela
e,

2x� 1

2(2x+ 1)

= B

2

2x

2!

+B

4

2x(2x� 1)(2x� 2)

4!

+B

6

2x � � � (2x� 4)

6!

+ � � � (19)

Pour 
lore le 
hapitre des nombres de Bernoulli, on me permettra de les

exprimer en terme de polynômes de S
hubert [6℄ Y

v

sp�e
ialis�es en x

1

= x

2

=

� � � = 1. On a ainsi

(�1)

n�1

B

2n

=

Y

[2;(3;0)

n�1

℄

2

n

(n� 1)!(2

2n

� 1)

=

nY

[1;(2;0)

n�1

℄

2

2n

(2

2n

� 1)

(20)

B

12

= Y

[2;3;0;3;0;3;0;3;0;3℄

1

31449600

= Y

[1;2;0;2;0;2;0;2;0;2℄

1

1397760

:

Mais l'on peut r�eduire les d�eterminants exprimant les polynômes de S
hubert

pr�e
�edents, et �nalement on obtient les nombres de Bernoulli 
omme mineurs

de la matri
e de Pas
al

�

�

�

�

i

2j�i

�

�

�

�

, aux fa
teurs 2� (2

2n

�1) pr�es. Par exemple,

pour n = 6, le produit de B

12

= �

691

2730

par l'entier 2 � (2

2n

� 1) (= 8190),

est �egal au d�eterminant (=2073) de la matri
e suivante (�e
rivant `�` pour `0`,

la matri
e de Pas
al d�e
al�ee dont elle est extraite �gurant �a droite) :

2

6

6

6

6

6

6

4

1 1 � � � �

� 1 1 � � �

� � 3 1 � �

� � 1 6 1 �

� � � 5 10 1

� � � 1 15 15

3

7

7

7

7

7

7

5

 

2

6

6

6

6

6

6

4

1 1 � � � � � � � �

� 1 2 1 � � � � � �

� � 1 3 3 1 � � � �

� � � 1 4 6 4 1 � �

� � � � 1 5 10 10 5 1

� � � � � 1 6 15 20 15

3

7

7

7

7

7

7

5
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Les 
ombinatoristes ne peuvent se lasser de r�ep�eter qu'ils ont pratiqu�e le

q-
al
ul avant que les sp�e
ialistes des groupes quantiques ne s'en emparent.

Ils disposent ainsi d'une q-d�eriv�ee D

q

: f 7!

f(qx)�f(x)

qx�x

. A l'instar du 
as

pr�e
�edent, on peut la d�eformer :

D

q

7! Q = D

q

�

�D

q

(A ) = D

q

� S

1

(A )D

2

q

+ S

2

(A )D

2

q

� S

3

(A )D

3

q

+ � � � (21)

Comme D

q

(x

n

) = [n℄ x

n�1

, ave
 [n℄ := 1 + q + � � � + q

n�1

, on est amen�e �a


her
her des polynômes P

q

n

tels que

Q(P

q

n

) = [n℄P

q

n�1

& P

q

n

(0) = 0 ; n � 1 : (22)

Il faut en fait rempla
er la relation P

n

= x�

D

(nA )x

n�1

par une �equivalente

pour pouvoir la q-i�er, et l'on trouve

P

q

n

=

�

1 +

X

(n� jJ j)

(n� 1) � � � (n� `(J) + 1)

Q

m

i

!

�

J

(A )D

jJj

q

�

x

n

; (23)

somme sur toutes les partitions J 6= 0, J = 1

m

1

2

m

2

3

m

3

� � � , `(J) = m

1

+m

2

+

� � � , jJ j = m

1

+ 2m

2

+ 3m

3

+ � � � , et �

J

:= (�

1

)

m

1

(�

2

)

m

2

(�

3

)

m

3

� � � .

Les q-entiers n'apparaissent don
 que dans l'a
tion de D

q

et pas dans les


oeÆ
ients des puissan
es de D

q

. Comme on obtient P

q

n

�a partir de x

n

et

pas de x

n�1

, la formule (23) ne d�e
oule pas instantan�ement de (9). Pour des

extensions du 
al
ul ombral, voir [12℄.

Il me faut maintenant justi�er que l'addition ou la multipli
ation par les

entiers ne 
ouvre pas toutes les math�ematiques. Il est n�e
essaire en e�et

de faire appel �a la multipli
ation par les rationnels, ou même les nombres


omplexes.

En d'autres termes, on a ren
ontr�e le doublement des alphabets A =

fag 7! 2A := fa

0

g [ fa

00

g, mais on r�e
lame l'op�eration inverse :

A 7!

1

2

A = B ; B = fbg 7! fb

0

g [ fb

00

g = A :

Si l'on veut bien voir qu'au niveau des sommes de puissan
e :

 

i

(2A ) =

X

(a

0

)

i

+

X

(a

00

)

i

= 2 

i

(A ) ;

on 
omprend que B = k A , k 2 C puisse être formellement d�e�ni par

 

i

(B ) := k  

i

(A ) ; i � 1 : (24)
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Mais il est plus �e
lairant de 
onstater que tout polynôme peut jouer le

rôle d'alphabet, 
'est-�a-dire que les  

i

sont des op�erateurs sur l'anneau des

polynômes ( � 2 C , u monôme):

P =

X

�;u

� u)  

i

(P ) =

X

�;u

�u

i

: (25)

L'anneau des polynômes sym�etriques Sym ayant pour g�en�erateurs les  

i

,

i = 1; 2; : : : , les formules (25) font de tout polynôme sym�etrique un op�erateur

sur l'anneau des polynômes. Ansi, les fon
tions g�en�eratri
es des op�erateurs

�

i

et S

i

sont

P =

X

�;u

�u 7! �

z

(P ) =

Y

(1 + zu)

�

; (26)

P =

X

�;u

�u 7! �

z

(P ) =

Y

(1� zu)

��

: (27)

Cha
une des formules (25) (26), (27), au 
hoix, 
ara
t�erise la stru
ture de

�-annneau de l'anneau des polynômes. Grothendie
k avait 
hoisi les lambda

op�erations, 
'est-�a-dire les puissan
es ext�erieures �

i

sur les 
lasses de �br�es

ve
toriels, les S

i

�etant les puissan
es sym�etriques. Les topologues alg�ebristes

pr�ef�erent quant �a eux les op�erations d'Adams  

i

(voir en annexe quelques

remarques sur les �-anneaux).

Remarquons le rôle di��erent jou�e par les 
onstantes � et les monômes u:

�

 

i

(�) = � ; S

i

(�) =

�

�+i�1

i

�

; �

i

(�) =

�

�

i

�

 

i

(u) = u

i

; S

i

(u) = u

i

; �

i

(u) = 0; i > 1; �

1

(u) = u

(28)

Un syst�eme de 
al
ul formel ne peut distinguer, sans aide, des 
oeÆ-


ients ind�etermin�es � de variables u. Il est plus 
orre
t de 
ara
t�eriser

les \monômes" 
omme les �elements de rang 1 (i.e. les x 6= 0 tels que

�

i

(x) = 0 8i > 1), et les \
onstantes" � 
omme les �elements invariants

par les  

i

(Rota [17℄ disait plutôt �el�ement de type binomial).

Il est appropri�e de ne pas se 
antonner aux polynômes, mais de prendre

plutôt des fon
tions rationnelles, ou des s�eries formelles, en gardant 
omme

d�e�nition

 

i

�
P

�u

P

�v

�

=

P

�u

i

P

�v

i

; (29)

les sommations �etant �nies ou non.
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Ave
 un peu de pr�e
aution, on peut aussi utiliser des "monômes de Lau-

rent" d'exposants dans Z au lieu de N .

Si q est de rang 1, on peut maintenant �e
rire

1

1�q

= 1 + q + q

2

+ � � � ,


'est-�a-dire

1

1�q

est l'alphabet in�ni f1; q; q

2

; : : : g et  

i

(

1

1�q

) =

1

1�q

i

, i � 1.

In
idemment, Cau
hy nous apprend que :

S

i

(1=(1� q)) = 1=(1� q) � � � (1� q

i

) (30)

et don


�

x

(1=(1� q)) =

X

x

i

=(1� q) � � � (1� q

i

) (31)

est la q-exponentielle, l'�egalit�e 1=1� q = 1 + q + q

2

+ � � � se traduisant par

la fa
torisation

�

x

(1=1� q) =

1

Y

i=1

1=(1� xq

i

) (32)

qui fait de la q-exponentielle un objet souvent plus simple �a manipuler que

l'exponentielle proprement dite [18℄.

En 
ombinant des �el�ements de type di��erent d'un �-anneau, on 
ode par

le signe \+" des d�eveloppements tr�es vari�es. Soit par exemple x de type

binomial, q de rang 1 et y tel que y(1 � q) soit de rang 1. On d�e�nit les

q-polynômes de Charlier par :

Ch

n

(x) := n! �

n

(x� y) : (33)

Pour avoir leur expression expli
ite, il est pr�ef�erable d'introduire z := y(1�q).

On alors

�

n

(x�

z

1� q

) =

X

�

n�i

(x)�

i

(

�z

1� q

) =

X

�

n�i

(x)(�z)

i

S

i

(

1

1� q

)

Ch

n

(x) = n!

X

x � � � (x� n + i+ 1)

(n� i)!

(�y)

i

(1� q)

i

(1� q) � � � (1� q

i

)

; (34)

en 
ombinant (3), (28), (30). Pour y = 1, q ! 1, on retrouve bien les

polynômes 
lassiques (Rota [13℄, p.64).

Nous pouvons maintenant revenir au 
al
ul ombral, en ayant pr�esent �a

l'esprit qu'il y a plusieurs rel�evements possibles pour a

i

:

a

i

7! S

i

(A ) ; a

i

7!  

i

(A ) ; a

i

7! i!S

i

(A ) ; : : :

10



C'est l�a o�u il faut faire preuve de dis
ernement, et/ou disposer d'un outil qui

permette l'exp�erimentation 
omme ACE [1℄ et sa librairie SFA [10℄ 
onsa
r�ee

aux �-anneaux.

Prenons par exemple l'identit�e

exp(bx) =

X

b(ak + b)

k�1

k!

(x exp(�ax))

k

; (35)

que Riordan [11℄ donne 
omme appli
ation de l'inversion de Lagrange. Com-

ment l'interpr�eter dans un �-anneau ? On peut introduire deux alphabets A ,

B , rempla
er exp(ax) par �

x

(A ), exp(bx) par �

x

(B ) et 
her
her les 
oeÆ
ients




k

du d�eveloppment

�

x

(B ) =

X




k

(

x

�

x

(A )

)

k

=

X




k

x

k

�

�x

(kA ) : (36)

Les premiers termes sont

1 + xS

1

(B ) + x

2

S

2

(B ) + � � � = 1 + xS

1

(B )�

�x

(A ) + x

2

(S

2

(B ) + S

1

(B )S

1

(A ))

�

�x

(2A )+x

3

(S

3

(B )+2S

2

(B )S

1

(A )+2S

1

(B )S

2

(A )+S

1

(B )S

11

(A ))�

�x

(3A )+� � �

On voit que les 


k

sont lin�eaires en les S

i

(B ) 
e qui permet de se retreindre

�a un alphabet B := b de 
ardinal 1. Par homog�en�eit�e, on peut même poser

b = 1. On veut don
 r�esoudre

1

1� x

=

X




k

x

k

�

�x

(kA )

i.e.

1 = (1� x)

X




k

x

k

�

�x

(kA ) =

X




k

x

k

�

�x

(kA + 1)

syst�eme dont la solution 
ombine addition et multipli
ation par un entier:




k

=

1

k

S

k�1

(kA + 2) ; k � 1 : (37)

Par exemple, 


3

=

1

3

S

2

(2A +2) = 2S

2

(A )+S

11

(A )+2S

1

(A )+1 et, en revenant

�a une expression homog�ene de degr�e 3




3

= 2S

2

(A )S

1

(B ) + S

11

(A )S

1

(B ) + 2S

1

(A )S

2

(B ) + S

3

(B ) :

L'identit�e de Riordan se retrouve dans la sp�e
ialisation S

i

(A ) = a

i

=i!,

S

i

(B ) = b

i

=i!, 
ar alors :




3

7! 2

a

2

2

b

1

+

a

2

2

b

1

+ 2

a

1

b

2

2

+

b

3

3!

=

b(3a+ b)

2

3!

:
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On peut m�editer sur le fait que la g�en�eralisation de l'identit�e de Riordan se

prouve en rempla�
ant exp(�bx) par 1 � bx, ombre qui parâ�t bien 
h�etive

pour abriter l'exponentielle, qu'elle repose sur le seul usage de la formule

(25) et qu'elle fait surgir de nihilo l'entier 2 .

Nous pourrions multiplier les exemples 
lassiques qui se d�e
odent en mul-

tiples entiers d'alphabets (voir en parti
ulier l'arti
le de Brenti [2℄). Les

quarts d'alphabets promis par le titre de 
et expos�e se ren
ontrent plus dif-

�
ilement dans la nature et je terminerai sur un seul exemple, 
elui des

polynômes de Ja
k J

�

k

indi
�es par les partitions de longueur 1 [8℄. En e�et

leur fon
tion g�en�eratri
e est :

X

z

k

a

k

k!

J

�

k

(x

1

; : : : ; x

n

) =

Y

(1� zx

i

)

�

1

�

= �

z

(

1

�

X) ; (38)

la derni�ere �e
riture supposant que les x

i

soient des �el�ements de rang 1 de

somme X. Un exemple de 
al
uls utilisant les te
hniques de �-anneaux pour

produire des identit�es li�ees aux polynômes de Ja
k se trouve dans [5℄.

Quand les �-anneaux seront enseign�es dans les ly
�ees et 
oll�eges, je n'aurai

pas de mal �a allonger la liste d'exemples.

Formule de Cau
hy

L'espa
e des fon
tions sym�etriques Sym en des ind�etermin�ees x

1

; : : : ; x

n

est �etudi�e depuis fort longtemps. Newton a montr�e que 
et espa
e est un

espa
e de polynômes en les variables �

1

; : : : ;�

n

, ou  

1

; : : : ;  

n

. La majorit�e

des probl�emes 
lassiques se r�eduisaient �a des 
hangements de base de Sym

(en tant qu'espa
e ve
toriel).

A la suite de Kostka, on a 
ompris qu'il existait un produit s
alaire


anonique, pour lequel les fon
tions de S
hur sont une base orthonorm�ee,

les sommes de puissan
e, une base orthogonale, les fon
tions monomiales, la

base adjointe des produits de fon
tions 
ompl�etes, et
. Tous 
es �enon
�es se

r�esument en l'existen
e d'un noyau de Cau
hy

K(X; Y ) :=

Y

i;j

1

1� x

i

y

j

(introduisant un deuxi�eme ensemble d'ind�etermin�ees y

1

; : : : ; y

n

que l'on peut

supposer de même 
ardinal). Ce noyau d�e�nit le produit s
alaire, en 
e sens

que tout d�eveloppement \s�eparant les variables"

K(X; Y ) =

X

U

J

(X)V

J

(Y )

fournit un 
ouple de bases adjointes fU

J

g, fV

J

g de Sym relativement �a 
e

produit s
alaire.
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Les d�eveloppements

K(X; Y ) =

Y

i

X

k

y

k

i

S

k

(X) & K(X; Y ) =

Y

i;j

�

1 + x

i

y

j

+ (x

i

y

j

)

2

+ � � �

�

montrent que la base monomiale est adjointe de la base des produits de

fon
tions 
ompl�etes, et que la base des sommes de puissan
e est orthogo-

nale. La diagonalisation de K(X; Y ) dans la base des fon
tions de S
hur

est moins imm�ediate. On la d�eduit du th�eor�eme de Binet-Cau
hy exprimant

les mineurs d'un produit de deux matri
es en fon
tion de 
eux de 
ha
une

d'entre elles (
f. [8℄), la matri
e

h

1

1�x

i

y

j

i

fa
torisant en deux matri
es de

Vandermonde.

Ces trois d�eveloppements, 
ombin�es �a l'involutionX 7! �X et la sym�etrie

X $ Y donnent par sp�e
ialisation de Y en l'entier i + k les formules

(6a); : : : ; (6e).

D�eformant le noyau de Cau
hy en introduisant un ou deux param�etres,

on peut ainsi g�en�eraliser les fon
tions de S
hur en les polynômes de Hall-

Littlewood ou les polynômes de Ma
donald. Cependant 
es polynômes for-

ment une base orthonorm�ee et non orthogonale, 
e qui n�e
essite d'introduire

des 
onditions suppl�ementaires pour les 
ara
t�eriser (
ontrairement aux fon
-

tions de S
hur qui sont la seule base orthonormale de Sym sur Z).

�-anneaux

Les �-anneaux sont des anneaux munis d'op�erateurs �

i

, i 2 N , satisfaisant

trois axiomes exprimant leur 
ompatibilit�e ave
 les op�erations de l'anneau

(
f. [4℄) : l'addition : �

i

(x+ y), la multipli
ation �

i

(xy), le troisi�eme axiome

�enon�
ant une propri�et�e d'universalit�e de la 
omposition x 7! �

i

(�

j

(x)) (que

les 
ombinatoristes ont appel�ee plethysm(e).

Au lieu de prendre les �

i

, on peut utiliser les S

i

d�e�nis par S

i

(x) :=

(�1)

i

�

i

(�x), ou les  

k

d�e�nis par la fon
tion g�en�eratri
e (4) (en rempla�
ant

A par x).

Pour 
e qui est des 
al
uls expli
ites, notre 
onnaissan
e du plethysme est

�a l'heure a
tuelle trop sommaire pour que l'on puisse en faire grand usage. Il

ne reste que l'addition (
'est un avatar de la formule de Chu-Vandermonde)

S

k

(x+ y) =

X

i+j=k

S

i

(x)S

j

(y)

et la multipli
ation, qui est expli
it�ee par la formule de Cau
hy

S

k

(xy) =

X

J:jJj=k

S

J

(x)S

J

(y)
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(en d�e�nissant les S

J

(x) 
omme des d�eterminants en les S

j

(x)).

On peut don
 dire que la formule de Cau
hy engendre la majorit�e des iden-

tit�es en th�eorie des �-anneaux, tout 
omme en th�eorie 
lassique des fon
tions

sym�etriques.

Nous nous sommes restreints �a l'anneau des polynômes, 
e qui rend

l'axiomatique plus simple. Les objets de base sont en e�et les monômes

u et les s
alaires � (i
i, les �el�ements de C ). Les trois axiomes se 
ondensent

alors en les formules (25), pour k > 0,

 

k

�

X

�u

�

=

X

�u

k

:

Par 
ontre, dans un �-anneau g�en�eral, on aura d'autres �el�ements que les

\polynômes".

Polynômes de S
hubert

Ces polynômes g�en�eralisent les fon
tions de S
hur et 
onstituent une base

lin�eaire de l'anneau des polynômes en x

1

; x

2

; : : : , stable par di��eren
es di-

vis�ees. Leur 
ombinatoire fait appel aux permutations, plutôt qu'aux parti-

tions.

Pour tout i on d�e�nit �a la suite de Newton la i-�eme di��eren
e divis�ee �

i


omme l'op�erateur (not�e �a droite)

f �

i

=

f(: : : x

i

; x

i+1

: : : )� f(: : : x

i+1

; x

i

: : : )

x

i

� x

i+1

Pour tout k, tout � := [�

1

; : : : ; �

k

℄, �

1

� � � � � �

k

� 0, on pose

Y

�

:= x

�

et l'on d�e�nit r�e
ursivement les polynômes de S
hubert par

Y

J

�

i

= Y

[::: ;j

i+1

;j

i

�1;::: ℄

si j

i

> j

i+1

(39)

(
omme �

2

i

= 0, on a n�e
essairement Y

J

�

i

= 0 si j

i

� j

i+1

). En d'autres

termes les polynômes de S
hubert sont toutes les images par it�eration de

di��eren
es divis�ees des monômes dominants.

Lorsque J est du type j

1

� j

2

� � � � � j

n

, j

n+1

= 0 = j

n+2

= � � � , alors Y

J

est �egal �a la fon
tion de S
hur d'indi
e [j

1

; : : : ; j

n

℄ en les variables x

1

; : : : ; x

n

.

Les d�eterminants binomiaux s'obtiennent �a partir des fon
tions de S
hur, en

utilisant r�ep�etivement la r�egle (39).

Ainsi

Y

2345

�

4

�

5

�! Y

234003

�

3

�! Y

230303

Y

1234

�

4

�

5

�! Y

123002

�

3

�! Y

120202
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Les te
hniques de di��eren
es divis�ees rempla
ent ainsi les manipulations

de d�eterminants, et fournissent des identit�es sur les d�eterminants binomiaux

qui sont des sp�e
ialisations x

i

= 1, i = 1; 2; : : : de polynômes de S
hubert,

en parti
ulier pour 
eux exprimant les nombres de Bernoulli. Gessel et Vi-

ennot [3℄ utilisent quant �a eux une 
ombinatoire de 
hemins pour �etudier 
es

d�eterminants.

Comme pour les fon
tions sym�etriques, la th�eorie peut se 
ondenser en

l'existen
e d'un noyau de Cau
hy

K

n

(X; Y ) :=

Y

i;j : i+j�n

(x

i

� y

j

)

qui g�en�eralise en fait le r�esultant

Q

i;j

(x

i

� y

j

) (lequel est diagonal dans la

base S
hur).

Notons qu'il est �equivalent de 
onsid�erer

Q

i;j

(x

i

�y

j

) ou

Q

i;j

1=(1�x

i

y

j

).

Par 
ontre, la fon
tion

Q

i;j : i+j�n

1=(1 � x

i

y

j

) fait intervenir les polynômes


lefs (asso
i�es aux di��eren
es divis�ees isobares) et non les polynômes de S
hu-

bert.
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