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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Caractéristique d’Euler-Poincaré et produit des
caractéres.
Note de Alain Lascoux, présentée par Pierre Deligne.

Remise le 28 mai 1984.

Nous étendons la définition de la caractéristique d'Euler-Poincaré, et nous montrons que, dans le cas des
grassmanniennes, cette extension est liée a une identité sur les fonctions symetriques due a Stanley.

ALGEBRAIC GEOMETRY. — Euler-Poincaré Characteristics and Product of Characters.

We show that a formula of Stanley concerning the inner product of Schur functions (i.e. the product of
characters of the symmetric group) is linked with an extension of the Euler-Poincaré characteristics of modules
on a Grassmann variety.

1. ProDUIT INTERIEUR. — L’isomorphisme naturel entre représentations des groupes
symeétriques et fonctions symétriques envoie le produit tensoriel sur un produit dit produit
intérieur noté ici *. L’anneau universel Sym des polyndémes symétriques en une infinité
de variables a coefficients entiers a pour Z-base les fonctions de Schur {S;}, ou I parcourt
I'ensemble des partitions. On munit Sym du produit scalaire (., .) pour lequel {S;} est
orthonormée (cf. Macdonald [4]). Une Q-base de Sym® Q consiste en les produits
Y=y, .. de fonctions de Newton ' (' est la somme des i-iémes puissances;
K parcourt I'ensemble des partitions). Cette base est orthogonale et :

(1.1) (W5 W) =1m2m23"  m Imytmy!. .. si K=1m2m23ms

En outre, (S, ¥*) =x,(K) €Z est la valeur du caractére de la représentation d’indice I
en un élement du groupe symétrique dont la décomposition en cycles est K, c’est-a-dire
ayant m, points fixes, m, cycles de longueur 2, etc. Enfin, le produit intérieur a une
expression simple dans la base { Y} :

(1.2) YR Pt = (Y%, ¥*)y¥ ou 0, selon que K =H ou non.

Si I, J sont deux partitions de méme poids (le poids }I[ est la somme des parts de I, et
aussi le degré de S)), alors :

(1.3) Sy % Sy= 2 (K) 2y (K) WE /(U5 5).

Le produit intéricur se trouve bien correspondre au produit des caractéres ; on prolonge
sa définition en posant S*S'=0 si S et S’ sont deux polyndmes homogénes de degrés
différents. On trouvera des tables dans [7).

2. IDENTITE DE STANLEY. — Soit K un A-anneau, K [z] 'anneau des séries formelles en
une variable z a coefficients dans K, dont la structure de A-anneau est définie par
M (z)=0 Vj=2. Les fonctions de Schur S, (respectivement les fonctions de Schur gauches
Siu. resp. les fonctions de Newton y¥) induisent des foncteurs de Schur S, (resp. foncteurs
de Schur gauches S, resp. des foncteurs d’ Adams y*). Par S;S; (resp. V" - -*), on entend
le foncteur produit A e K — S;(A) S;(A) (resp. A - Y"(A). . . y*(A)).

Si A=a+a’ +a”+ ... est une somme d’éléments de rang 1 de K, alors les S,(A) et les
YM(A) sont les fonctions symétriques usuelles en a, a’, a”. . .
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Si A est un Z-module libre de rang infini, "anneau Z[A, A*A, A*A, ..., ], que nous
noterons Z[A], est un A-anneau isomorphe a I'annecau Sym; en particulier, c’est un
Z-module libre de base { S;(A) }.

Soient A, B, CeK|[z]; le développement de A_, (—ABC) s’exprime a I'aide du produit
intéricur des foncteurs de Schur :

(2.1) Ao (—ABC)= 3 5,(A) S,(B) S, *S,(C),

somme sur toutes les paires de partitions I, J.
Le cas C=1 est dii a Cauchy :

(2.2) hoi(—AB)= 3 S,(A)S,(B),

somme sur toutes les partitions I.

Soit DeK, et C=1+4zD+z*D?*+...; on note C=1/(1-zD); C est la classe de
algebre tensorielle de 2 lorsque D est la classe d’'un module @ et que z=1. Stanley a
obtenu dans [5] I'identité suivante, dont nous indiquons la démonstration.

ProrosiTioN. — Soient trois éléments A, B, D de K, et soit C=zD/(1—zD). Alors :

(2.3) A (=ABO)= [[ A —V¥*D)). 3 Syu(A)Syu(B)S;*S;(zD),

k=1 I, J, H

ou 1, J, H parcourent I'ensemble des partitions.
Comme (S, Sk) =(S,, Sy;Sk), par développement des deux membres de la formule et
identification des coefficients respectifs de S;(A)S;(B), il est équivalent de montrer :

(2.4) VLI, S*S,(O= [[ U—¥*(zD). 3 (S,Sy) *(S,S) (2 D).
kz1 H
Cette dernicre identité résulte directement des trois lemmes suivants, que I'on obtient
cn développant toutes les fonctions symétriques en cause dans la base des {y*}, en
utilisant les dérivées partielles par rapport aux V' (toute fonction symétrique S est
une fonction des V', ce qui permet d’écrire S/, et plus généralement
OS/OYY - - K =aS/oy oy . . . aYN).

LEMME 1 :

(2.5) 2(SuW®) *(Sy¥)=0  ou TS I )P, U,
selon que K #L ou non.

LEMME 2 :

(2.6) (U™ yS, R P g =1 2me AT au on K=1miom

COROLLAIRE :

(2.7 2 (S W) # (S ) =y 1m2ma g (3 M) vk,
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LEMME 3 :

(2.8) (VD)o  =m, T my . (1/1-D) 3 (D).

On remarquera que les égalités :

(2-9) l—[(1_‘jfk(D))ulzz\"K(D):zsu*SH(D)a

kx1
permettent d’écrire de différentes maniéres le facteur indépendant de I et J dans (2. 3).

3. CARACTERISTIQUE D’ EULER-POINCARE. — Soit GLX un schéma relatif tel que le
module cotangent relatif Qg, et que I'homomorphisme (de groupes additifs)
S+ K(G) » K(X) soient définis, ou K(G) et K(X) sont les anneaux de Grothendieck
respectifs des schémas G et X.

Soient D un Z-module libre, z une variable et K le h-anneau Z[D][z] des séries
formelles en z a coefficients polynomiaux en les A'(D). Pour tout élément F de K(G),
nous proposons la définition suivante de la caractéristique d’Euler-Poincaré (relative a
D, z, G/X) :

DermiTioN. — La caractéristique d’Euler-Poincaré de F est I'élément :
(3.1) X:D(F)zf*[F-Z(_Z)ixi(DQG/x)]’

de I'anneau K ®, K(K).
Le cas ou D=7 cst développé par Hirzebruch dans [1] :

(3.2) %=(F) = fo [F. 2 (—2) M (Qq)]-

Nous calculons ici la caractéristique d’Euler-Poincaré pour les modules homogeénes sur
une grassmannienne relative. Soient E un module localement libre sur X de rang n, g un
entiersn, r=n—gq, et G, ,(E) la grassmannienne des quotients de rang g de E. Si
0—->R - f*E—-Q-—0 est la suite tautologique de modules de cette grassmannienne,
alors Qg x ~R ® QY, ou Q" est le dual de Q.

(3.3) THeorEME. — Soit G, (E) = X une grassmannienne, D un Z-module libre, 1 et
J deux partitions. Alors la caractéristique ¥, p(S;(—zDR) S;(zDQ")) et la série formelle
S %Sy (z2D?*1—zD). Y Sy * Sy (zD) sont égales modulo z™" 9.
H

Démonstration. — Soient A et B deux Z-modules libres de rang infini. D’aprés la
formule de Cauchy 2.2, on a:

Y(=1)"R"(zD(AR=BQ")) =Y (- 1)"A"(zDAR). Y (- 1)"\"(—z DBQ")
=Y $;(A)S,(—zDR).Y §,(B)S,(z DQ"),
tandis que 2.1 donne :

38, %S,(22D?/(1—zD)). §;(A)S,(B) =Y (— 1"A"(—z2 D* AB/(1 -z D).

LJ
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Le théoréme est donc équivalent a I'égalité :

(3.3) fx(C(=1"A"[zD(A +Q") (R —B)+zDAB]

=Y (= 1)"A\" (=22 D> AB/(1—2zD)). Y S, * Sy (z D),

modulo 2™ 9, on pourrait supprimer la restriction sur le degré en z en considérant
une grassmannienne G, ,(E), Eétant de rang infini. Multipliant par
Y (=1)"x"(—zDAB), on transforme le membre de gauchc de 3.3, grace
a 2.1, en fiu(S;(A+Q)S,(B—R)S,*S,(zD), Ccest-a-dire, par lincarité, en
S+ Q. Si(A+Q")S,(B—R) S, *S,(zD)). Le théoréme dc Bott [2], sous la forme K|,
|L| <inf(r, ¢) = fx(Sk (—R) S, (Q") =1 ou 0 selon que K=H ou non, réduit cette der-
niére expression a Y S (A) Syx (B) S;* S,(z D) dans laquelle la proposition 2.3 per-

1, J, K
met de reconnaitre A_, (—zDAB/(1—zD)}/[](1 —{y*(z D)), et finalement, d’aprés 2.9,
A (—zDAB—-z*D?AB/(1—-2zD)).Y S, *S,,(zD). Q.E.D.

REMARQUE 1. — On peut démontrer le théoréme directement sans utiliser la
proposition 2. 3. La récurrence usuelle sur les grassmanniennes réduit le théoréme a des
propriétés combinatoires de I'espace projectif.

REMARQUE 2. — Le cas spécial ou D est trivial de rang 1 conduit a des formules plus
simples : tous les S;(z) sont nuls, sauf S"(z)=z" pour n>0; en outre, S (zA)=z!"S,(A)
et §;*S,(z)=z'"! ou 0 selon que I=J ou non. La formule 2.3 et le théoréme 3.3
s’écrivent alors, en simplifiant par z*!'! et en notant P(z)= [] (1—z") "' la fonction

hxt
genératrice des partitions :
(3.6) X: (Si(=R) S, (Q) =S, xS, (1/(1~2)). P(2),
(3.7) Ay (—zAB/(1-2).P(z)= Z z“'S,/H(A) Syu(B).

I, H

Stanley [5] obtient les fonctions S, * S;(1/(1-2z)) en étudiant la représentation adjointe
de SL(n, Q).

Par ailleurs, si A et B sont deux Z-modules triviaux de rangs respectifs m et n, la
formule 2.3 devient :

(3.8) [T (=2 =Py =Y 21118y, (m) Sy ().

hz1 I, H
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