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Abstract. The space of polynomials in one variable x of odd degree 2n+l is 

2n+2-dimensional. A linear combination of n+l polynomials (x-~)2n+l takescare 

of the required number of parameters. Such an expression has been called the canon- 

ical form of a binary form. Sylvester has shown that this reduction is obtained 

through another polynomial, the catalecticant~when it has the taste of having all 

its roots distinct~ It happens, and this is not by coincidence, that the catalectic- 

ant is an orthogonal polynomial for a certain linear functional associated to the 

polynomial ; the required relations are given by the theory of symmetric functions, 

supplemented by a little amount of divided differences and Lagrange interpolation 

formula. Having recovered with these tools the classical case, one can go further 

and treat as well the case where all the roots of the eatalecticant are the same; 

this is what we do in Theorem 3.4 

I. FONCTIONS SYMETRIQUES . 

Etant donn~s deux ensembles finis A, B d'ind~termin~es (dits alphabets), on 

note S.(A-B) les coefficients de la s~rie rationnelle de pSles A et z~ros B : 
J 

(1.1) E z j S.(A-B) (I -zb) /~ (I -za) 
J = ~bE B a~A 

Le polynSme dont les racines sont B s'6crit ainsi S (x-B) , avec n = card(B) : 
n 

c'est le cas oh A est de cardinal I , A ={x~ . nest clair qua 

H b~B (]-zb) / (1-zx) = | + "''+ zn-1 Sn-1(x-B) + znSn (x-B) / (]-zx) , et donc, 

= (x-B) (1.2) pour tout j~O , Sn+j(x-B ) x j S n 

La separation du num~rateur et du d~nominateur de la s6rie (1.1) obtenue en po- 

sant successivement A = ~ , puis B = ~ , donne 

(1.3) S.(A-B)j = ~ i~ Sj-i(A) . Si(-B) 

la sommation ~tant en fait limit~e ~ un nombre fini de termes, puisque pour tout 

k>0 , S_k(.) = 0 . En particulier, 

(1.4) ~ bEB(X-b) = Sn(X-B) = xnSO(_B) + xn-Is1(_B) + xn-2s2(_B) + ... 

et donc les S.(-B) sont les coefficients du polynSme S (x-B) pour 0~ j~n et 
J n 

sont nuls pour j >n 
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On n'impose pas que les ~l~ments de A et B soient distincts. Par exemple, 

si tousles bEB sont ~gaux (on ~crlt B = nb ) , on a S (x-nb) = (x-b) n . 
n 

Par sp~cialisation b=l , i.e. B =~I,...,I} , on obtient 

n+j- I 
(1.5) S.(-n) = (-I) j n) et S.(n) = ( ) 

j (j j J 

Si A est un sous-alphabet de B de cardinal m , on a 

(1.6) Sn(X-B) / Sm(X-A) = Sn_m(X-(B-A) ) 

qui est bien ~gal ~ S ((x+A)-B) o5 x+A d~signe l'alphabet {x~DA 
n - m  

Dans les ~-anneaux, on n'~prouve aucune r~ticence ~ additionner, soustraire ou multi- 

plier par des r~els des alphabets ; ces anneaux sont le cadre appropri~ aux manipula- 

tions de fonctions sym~triques plus ~labor~es que dans ce texte. 

Les pr~sentes notations permettent d'~crire de mani~re condens~e certaines 

identit~s binomiales. Ainsi nous aurons besoin de l'identit~ suivante dont on nous 

~pargnera la v~rification qui ne fait que combiner (1.3) et (1.5) 

(1.7) LEMME. Soient j, k, n des entiers ~0, x e__~t y deux ind~termin~es. 

Alors Sk+l+ j ( ny- (n+k)x) = Y j+l-n (y_x)k+l Sn_l ( (2+k+j)y - jx) 

II existe une autre mani~re d'~crire les polynSmes, en faisant appara~tre les 

coefficients binomiaux. Si n est un entier, E un al~habet, x une ind~termi- 

n~e, on a d'apr~s (1.3) et (1.5) : 

(1.8) Sn(m-nx ) = Sn(E ) - (~)XSn_l(E) + (~)X2Sn_2(m) - ... ~ (~)x n S O (E) 

puisque Sj(-nx) = (-x) j (7) 

Les d~rlv~es successives de 

d 
(1.9) ~-xp Sn(E-nx) = 

Les fonctions sym~triques fondamentales sont les 

Sn(E-nx) s'~crivent commod~ment : 

n(n-l)...(n-p+l) Sn_p( E- (n-p)x) 

fonctions de Schur[Macdonal~ . 

, ..., des al- (].lO) DEFINITION. Soient p un entier, HE~ p, A], B l Ap, Bp 

phabets. Alors la fonction de Schur S H (AI-BI, ..., Ap-Bp) est le d~terminant 

I Shj+j_i (Aj -Bj) I 1 ~i,j~ p 
On r~serve parfois le nom de Schur au cas special A 1 = ... = A =A B 1 - ... p ' 

= B = @ , pour leauel on simplifie la notation en se contentant de SH(A) 
p ° 

La th~orie alg~brique des polynSmes ortho$onaux ou des d~terminants de Hankel 

peut s'interpr~ter comme l'~tude du cas des partitions H rectan$1es , i.e. 

H = (q, ..-, q) E ~P • Soient en effet E un alphabet (de cardinal infini!) , 

la fonctionnelle (notre ~ droite) : ~ n~0, xn~ = Sn(E ) . Alors [Brezinski] : 
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. (x) = S n (E-x) = S (1 11) PROPOSITION. Pn n nno 

lynSme ortho$onal pour la fonctionnelle 

(E,...,E,x) est le n-i~me po- 

Remarque. 

mier d~terminant, ~ gauche, par ]Sj_i(-x) I . Ainsi, 

l -x 0 0 S3(E) S4(E) S5(E) x 3 ~ S3(E-x) S4(E-x) S5(E-x) 0 

0 | -x 0 • S2(E) S3(E) S4(E) x2 I S2(E-x) S3(E-x) S4(E-x) 0 

0 0 1 -x St(E) S2(E) S3(E) x S|(E-x) S2(E-x) S3(E-x) 0 

0 0 0 I S0(E) SI(E ) S2(E) I S0(E ) SI(E) S2(E) l 

On passe de Sn...no(E)...,E,x) ~ Sn...n(E-x) en multipliant le pre- 

S3(E ) - xS2(E ) 

= S2(E ) - XSl(E ) 

SI(E ) - xS0(E ) 

S4(E ) - xS3(E ) 

S3(E ) - xS2(E ) 

S2(E) - xS|(E) 

S5(E ) - xS4(E ) 

S4(E ) - xS3(E ) 

S3(E ) - xS2(E ) 

La premiere forme se 

prate plus facilement aux calculs faisant intervenir la fonctionnelle. Ainsi 

S3330(E,E,E,x) = = $3330 (E) ( = 0 puisque premiere et derni~re colonne sont 

identiques). La deuxi~me forme est due ~ [Cayley ]. 

D~veloppant S n (E,...,E,x) suivant sa derni~re colonne, on obtient 
n 

S n (E-x) ffi E n (-x) j S (E) et donc, si B est l'ensemble des 0 " ) n (n-l) j n n-3 

raeines du polynSme Snn (E-x) , on ales relations suivantes, pour 0 4 j$ n : 

(I.12) S . (E) / S (m) = (-I) n-j Sn_ j (-B) 
(n-l)J nn-3 (n_l) n 

D~veloppant Snn 0 (E) , "''' Snnn-I (E) suivant leurs derni~res colonnes, et 

utilisant la nullit~ de tous ces d~terminants (qui ont chacun deux colonnes r~p~t~es) 

on transforme les relations (I.12) en les suivantes : 

(I.13) S n (E-B) = 0 = ... = S2n_l (E-B) 

2 .  D I F F E R E N C E S  D I V I S E E S  . 

Si f(x,y,z,...) est un polynSme, la difference f(x,y,z,...) - f(y,x,z,...) 

est divisible par x-y . L'op~rateur, not~ ~ droite, 

f(x,y,z .... ) - f(~,x,z,..) (2.1) f(x,y,z .... ) ~ • = f 
x - y xy 

est dit difference divis~e° On peut composer de tels op~rateurs ; les propri~t~s 

de l'alg~bre des differences divis~es sont tr~s li~es ~ celles du groupe sym~trique 

(cf. [ L&S | ] . Soit B = {G0, ~I' "''' ~n } un alphabet totalement ordonn~ . On 

note ~B le produit ~0~I ~I~2 . . . .  ~n-I ~n Si f est une fonction 
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d'une variable, f ~B d~signe l'image de f(~o ) par l'op~rateur ~B , en 

consid~rant f( ~ 0 ) comme une fonction en B de degr~ nul en ~I .... ' ~n 

(2.2) LEMME. Soient B~ E~ F trois alphabets ind~pendants, B ~tant de card. 

n, j un entier : 0~j~n ° Alors, pour tout k~O ) 

~0 j Sk(~ 0 + E - F) ~B = Sk+j-n (B+E-F) 

D~monstration. Tout d'abord, ~0 j Sk(~0+E-F) = Pk+j(~0+E-F) -~0 j | Sk+I(E-F ) -... 

-~00 Sk+j(E-F) • La s~rie E z h Sh(~0+E-F) = E z h Sh(E-F ) / (I -z~ 0) a pour image 

par ~0~i z ~ z h Sh(E-F ) / (I-z~0) (I-z ~i ) = z~ z h Sh(~o+E-F) / (I-Z~l) et 

donc par iteration, Ez h Sh(~0+E-F ) ~B = zn ~ zh Sh(B+E-F) . On conclut en remarquant 

que l'image par ~B de ~0 j-I Sk+I(E-F) + ... + ~00 Sk+j(E-F) , ~tant un polynSme 

en B de degr~ j-l-n~ est nulle puisque j~n [] 

L'op~rateur ~B fournit le reste dans les formules d'interpolation classiques 

de fonctions d'une variable. On consid~re usuellement que ~0''''' ~n-I sont les 

points d'interpolation, et que ~n = x est le point o~ l'on veut "approximer". 

(2.3) PROPOSITION (Formule de Lagrange, cf [L&S2] ). Soient B un alphabet 

de cardinal n+1, f une fonction d'une variable ~ coefficients sym~triques en B . 

Alors ~ ~B f(~) / Sn(2~-B) = f DB 

L'expression Sn(2~ -B) n'est qu'une mani~re condens~e d'~crire~B~}(~-~t). 

3. FOR_ME CANONIQ~ 

(3.1) THEOREME [Sylvester] . Soient S2n+l(E- (2n+l)x) un polynSme de degr~ 

impair, B ={~} l'ensemble des racines suppos~es toutes distinctes du catalecti- 

cant S(n+l)n+ 1 (E-x). Alors S2n+l (E-(2n+l)x) s'~crit sous la forme canonique 

Z/3~B (~ -x)2n+l Sn(~+E-B) / Sn( 2fl-B) 

D~monstration: la fonction f(/3) = (fl-x) 2n+I Sn(~+E-B ) se d~veloppe en 

f(/3) = ~ j>..0 ~J Sn_j(E-B) • S2n+l( ~- (2n+1)x) puisque (~-x)2n+l= S2n+1(B-(2n+l)x ) 

et que Sn(/~+ (E-B)) = ~ ~J Sn_j(E-B) . Appliquant la formule de Lagrange ~ f(8), 

on a d'apr~s le lemme 2.2 ~EB f~) /Sn(2~ -B) = Zj~0 Sn-j(E-B)'Sj+n+I(B-(2n+l)x) 

= S2n+l((E-B) + (B-(2n+1)x)) - Sn+1(E-B)'Sn(B-(2n+l)x) -''"S2n+i(E-B)'S0(B-(2n+I)x)" 

Or, d'apr~s (1.13) routes les Sn+I(E-B), ..., S2n+I(E-B) sont nulles, et donc 

f(~0 ) ~)B = S2n+l ((E-B) + (B-(2n+l)x) = S2n+l( E- (2n+l)x) O 

L'expression exacte des coefficients Sn(~+E-B) /Sn( 2~-B) semble due 

[Faa de Bruno] p.109 
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4 .  DEGENERESCENCE . 

Le th~or~me precedent n'a de sens que si routes les racines 3. du catalecti- 
i 

cant sont distinctes, car si 30 = El , alors Sn(2~0-B) = (30-31)Hi>| (30-3i) 

= 0 = Sn(2~ I -B), c'est-~-dire il y a au moins deux termes infinis dans la somme 

E f(~) / Sn(2 ~-B) Nous allons traiter le cas d'indistinction maximale o~ routes 

les racines sont ~gales : G0 = "'" = ~n = 3 . Notre outil est la m~thode dite for- 

melle des alg~bristes du si~cle passe, qui consiste ~ consid~rer les coefficients 

d'un polynSme comme les puissances successives d'une ind~termin~e. 

En d'autres termes, ~tant donn~s un alphabet E et une ind~termin~e e , on 

consid~re la fonctionnelle lin~aire ~ , elle aussi notre ~ droite : 

(4.1) ~ j>0 , e j >S.(E) = eJ ~ 
3 

Alors (e-x) 2n+1 ~ = S2n+l(e-(2n+l)x) ~ = E S2n+l_j(-(2n+1)x) e j = = 

$2n+1(- (2n+l)x) . S.(E) ffi S2n+I(E- (2n+l)x) qui est bien le polynSme que l'on 
3 

veut ~tudier. 

(4.2) PROPOSITION. Soient S2n+1(E-(2n+1)x) un polynSme, S(n+i)n÷ 1 (E-x) 

son catalecticant. Alors, pour que ~ soit une racine de multiplicit~ n+l de 

S(n+l)n+l(E-x) , il faut et il suffit que 3 soit uneracine de multiplicit~ 

au moins n÷l d__ee S2n+l( E- (2n+l)x) 

D~monstration: le polynSme S2n+l(E-(2n+l)x) peut s'~crire, ~ l'aide de (I.12), 

comme le d~terminant (-I) n Sin n+] ( B-E .... ,B-E, B- (2n+l)x) Si B = (n+l) 3 , 

alors pour tout j~0, Sn+|+ j (B- (2n+l)x) est divisible par (3-x)n÷I ; la 

derni~re eolonne du d~terminant ci-dessus, afortiori S2n+l(E-(2n+l)x) , sont done 

divisibles par (3-x)n+l 

R~ciproquement, s'il existe 3 qui soit racine de multiplicit~ au moins n+| 

de S2n+I(E- (2n+l)x), alors 3 est racine de ce polynSme et de ses n premieres 

d~riv~es, i.e. S2n+l(E-(2n+l) 3 ) = 0 = S2n(E-2n 3 ) = ... = Sn+l(E-(n+l) 3 ) , 

syst~me que l'on peut remplacer, puisque pour tout entier j , Sj(E-3 ) = Sj(E) 

- 3Sj_I(E) , par le syst~me 

(4.3) S2n+l(E-(n+|)3) = 0 = ... = Sn+I(E- (n+l)3) 

Par ailleurs, partant du d~terminant S n+l(E-x) = Sn+l(E-x) "'" S2n+1(E-x) I 
(n+l) J 

S1(E-x) . . .  Sn+ 1 (E-x)]  

et soustrayant, ~ l'int~rieur des Sj(E-x), 0,3 , 23, 33, ..., n~ dans les co- 

lonnes successives, de gauche ~ droite, puis dans les lignes successives de bas en 
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haut, ce qui correspond ~ des eombinaisons lin~aires de lignes et de colonnes qui 

ne changent pas la valeur du d~terminant, on obtient 

s (m-x) 
(n+l) n+l 

Sn+l(E-n~-x) 

S2(E-~ - x) 

SI(E - x) 

I 

Sn+2(E-(n+I~ -x) .... S2n+I(E-2n ~ -x) I 

I 
o 

S3(E- 2~ -x) Sn+2(E-(n+I)~-x) I 

S2(E-~ - x) Sn+I(E- n~ -x) I 

Ce dernier d~terminant est triangulaire, puisque chaque terme de la partie sup~rieure 

est combinaison lin~aire des polynSmes (4.3). Enfin, pour ce qui est de la diagonale, 

Sn+l(E-n~-x) = (e-~) n (e-x)= = (e-~) n (~-x) = puisque 0 = Sn+I(E- (n+l)~) 

= (e-~n (e-~) ~ ; le polynSme S(n+l)n+l(E-x) est donc divisible par (~-x) n+l Q 

Supposons d~s lors ~tre dans le cas totalement d~g~n~r~, i°e. qu'il existe ~ , 

racine de multiplicit~ n+! despolynSmes S2n+I(E- (2n+l)x) et S(n+l)n+l(E-x) . 
n+l Ce dernier polynSme est done ~ un facteur pros (x-~) et l'on peut ~crire 

comme quotient de deux quelconques de ses coefficients successifs; malheureusement, 

ces dits coefficients sont des d~terminants d'ordre n+l et ~chappent tr~s vlte aux 

moyens de calculs actuels, fussent-ils aussi ~labor~s que le syst~me MACSYMA. 

La racine ~ et le quotient Q(x) = S2n+I(E- (2n+l)x) / (~-x) n+l sont 

donn~s par le th~or~me suivant. 

(4.4) THEOREME. Soit un polynSme S2n+I(E- (2n+l)x) 

multiplicit~ au moins n+l, e une ind~termin~e et 

e, e 2 .... } , IS0(m), s (E) .... } 

l) ~ l@j~n+l, (e j -~J) (e-~)n= = 0 

2) (e-~)n~ = Q(~) / (2n+|) 
n 

3) ( (e_~)%)2 2n )n 
(n) = (-l S2n(E- 2ne ) 

4) 

ayant une racine ~ de 

la fonctionnelle 

• Alors 

= S2n+I(E- 2ne)~ / S2n( E- 2ne) = = e S2n+I(E-2ne)~ / S2n+I(E-2ne ) 

D~monstration: 

I) est une r~criture du syst~me (4.3) puisque pour tout j 50 , eJ(e-~)n+1~ = 

Sj+n+l(e- (n+l)~)~ = Sj+n+I(E-(n+I) ~) Q 

2) (n+l)! Q(~) est ~gal ~ la valeur en x = ~ de la n+l-i~me d~riv~e de 

S2n+I(E- (2n+l)x) d'apr~s le marquis de l'HSpital, c'est-~-dire ~gal 

(2n+l) ... (n+l) Sn(E- n~) = (2n+l) ... (n+l) ( e-~ )n ~ 

3) S2n(E- 2ne) = S2n((E-(n+I)~) + ( (n+l)~ -2ne) ) = 
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= Z n - I  h=0 S 2 n _ h ( E - ( n + l ) ~ )  S h ( ( n + l ) ~ - 2 n e )  + E~= 0 Sn_j (E-(n+l )  ~)  Sn+j((n+l)~-2ne)°  

La premiere somme a tous ses termes nu ls  d ' ap r~s  (4o3), Par a i l l e u r s ,  pour tou t  

j>10, S n + j ( ( n + l ) ~ - 2 n e )  = ~ J ( l - e / ~ )  n S n ( ( n + j + l ) ~ - j e )  d ' ap ras  (1.7)°  Pour c a l -  

cu le r  l ' image  de S 2 n ( E -  2ne) a t  e S 2 n ( E - 2 n e )  par  7r , l a  p a r t i e  I) du th~o- 
• i(~ r~me nous autorise R remplacer e1(~-e) n , 0~i~n, par -e) n , i.e. remplacer 

Sn+j((n+])~-2ne) par ~J(l - e/~) n Sn ( (n+j+l~- j~) = ~J(~-e)n Sn(n+|) . 

On a donc S2n(E_2ne) ~ = ~nj=0 Sn-j(E-(n+l)~) Sn(n+l) ~J(~-e) n~ = 

= (i~_e)nlr. Sn(n+l ) zn = = j=O Sn-j(E-(n+l)~) iGJ (/~-e)nlr" Sn (n+l) Sn(E-(n+l)/~+~) 

= (_l)n Sn(e_n ~)~. Sn(n+l ) Sn(E_n ~) = (_l)n Sn(n+l ) ( Sn(E_n ~) )2 ; on conclut 

l'~galit~ 3) en ~crivant S (n+l) = (2n) ~] 
n n 

4) Le m~me calcul donne e S2n(E - 2ne)Ir = ~ S2n( E - 2ne ) 7r et e S2n+l (E-2ne) 

= ~ S2n+I(E- 2ne)7r ; par contre, pour k>l , e k S2n(E- 2he)= # 

~k S2n(E_2ne) 7f puisque l'on a utilis~ en cours de calcul eJ(e-~)n+lTr = 

~J(e-~)n+lTr, ~galit~ qui requiert j~n d'apr~s le point |) du th~or~me. 

Finalement, on a e S2n(E-2ne)= = SI(E).S2n(E ) - (21) S2(E).S2n_I(E ) + ... + 

+ (2n. 
2n ) S2n+I(E).S0(E) = S2n+1(E-2ne)= et donc 

= (S2n+1(E-2ne)=) / (S2n(E-2ne)=) = (eS2n+|(E-2ne)=) / (S2n+1(E-2ne)=) Q 

Les deux expressions de ~ commie quotient de deux formes quadratiques en les 

coeffcients du polynSme S2n+I(E- (2n+|)x) sont dues ~ [ Sondat] 

(4°5) EXEMPLE: Forme cubique. On suppose que le polynSme S3(E-3x) admet 

une racine double ~ et une racine simple ~f : S3(E-3x) = ~@ -x )2(?-x) ; 

on a donc S3(E ) = ~2 , S2(E) = ~ +27)/3 , S|(E) = (2~ +?)/3 , ce qui implique 

SII(E) = (~-?~/9 , $12(E) = 2~(~.?)2/9 , $22(E) = ~2 (~_?)2/9 , et donc 

= S|2(E) /2SI|(E) = 2S22(E) /S|2(E) , ce qui est bien l'expression donn~e par 

le th~or~me, puisque SI|(E) = S|(E).SI(E) - S2(E ) , $12(E ) = S|(E).S2(E ) - S3(E ) , 

S22(E) = S2(E).S2(E) - S I(E).S3(E) 

On trouve chez [Eisenstein] une analyse de la forme cubique, avec des applica- 

tions ~ la th~orie des nombres. Le catalecticant ~tant $22(E) - xS12(E ) + x2S11(E), 

le discriminant est donc S|2(E).S|2(E) - 4S||(E).S22(E) ; c'est bien l'expression 

d'Eisenstein aux notations pr~s. 
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(4.6) EXEMPLE: Forme quintique . On suppose que l'on a une racine triple : 

Ss(E-5x) ffi (~-x) 3 (V-x)($-x) et donc Ss(E) = ~3 ~ , S4(E ) = ~2(~7+~+37~)/5 , 

S3(E ) = (~3 +3~2V + 3~2~ + 3~78)/|0 , $2(E) = (3~ 2+3~7+3~ +7~ )/I0 , 

SI(E) ffi (3~ +7 +~)/5 

On trouve, ~crivant S ij pour le produit Si(E).Sj(E) , que 

6 S 22 - 8 S 13 + 2 S 04 = 3(~-7)(~- 5)/I00 , 2S 23 - 3S 14 + S 05 = 3~(~-7)(~ -5)/I00, 

6S33 - 8S24 + 2S15 = 3~ 2 (~ "7)~ - ~ )/100 et donc 

ffi ( 2S 23 - 3S |4 + S 05) / 2( 3S 22 - 4S 13 + S 04 ) 

ffi 2 ( 3S 33 - 4S 24 + S 15 ) / (2S 23 - 3S 14 + S 05) 

comme l'affirme le th~or~me. 
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