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FORME CANONIQUE D'UNE FORME BINAIRE

Alain Lascoux
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Abstract. The space of polynomials in one variable x of odd degree 2n+l is

. +
2n+2-dimensional. A linear combination of n+l polynomials (x -B)zn ! takes care
of the required number of parameters. Such an expression has been called the canon-

ical form of a binary form. Sylvester has shown that this reductiom is obtained

through another polynomial, the catalecticant,when it has the taste of having all
its roots distinct. It happens, and this is not by coincidence, that the catalectic-
ant is an orthogonal polynomial for a certain linear functional associated to the
polynomial ; the required relations are given by the theory of symmetric functioms,
supplemented by a little amount of divided differences and Lagrange interpolatiom
formula. Having recovered with these tools the classical case, one can go further
and treat as well the case where all the roots of the catalecticant are the same;

this is what we do in Theorem 3.4

1. TFONCTIONS SYMETRIQUES .

Etant donnés deux ensembles finis A, B d'ind&termindes (dits alphabets), on

note Sj(A‘-B) les coefficients de la série rationnelle de pdles A et zéros B :

1.1 i . (A= = - -
(1.1 Tz SJ(A B) HbeB (1 - 2b) /HaeA (1 -za)
Le polyndme dont les racines sont B s'dcrit ainsi Sn(x-B) , avec n = card(B)
c'est le cas oi A est de cardinal 1 , A= {x} . Il est clair que
n—-1

hii beB (1-2zb) / (1=2zx) = 1+...+ z Sn_l(x—B) + 2 Sn(x—B) / (1=zx) , et donc,
. Ry = o -
(1.2) pour tout j»O0 , Sn+j(x B) = x Sn(x B)

La séparation du numérateur et du dénominateur de la série (1.1) obtenue en po-

sant successivement A = @ , puis B =9 , donne

(1.3 Sj(A-B) =z S. .(A) . Si(-B)

iez "j-i

la sommation &tant en fait limitée 3 un nombre fini de termes, puisque pour tout

k>0 , S-k(') =0 . En particulier,
1.4 - = — = n - n-1 - n-2 _
(1.4) I g(xb) =8 (x-B) = x'5,(-B) +x 'S (-B) + x $,(-B) + ...

et donc les Sj(—B) sont les coefficients du polyndme Sn(x—B) pour 0£jgn et

sont nuls pour j>n .
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On n'impose pas que les &léments de A et B soient distincts. Par exemple,
. < s n
si tous les bgB sont égaux (on écrit B =nb ) , ona Sn(x—nb) = (x-b) .
Par spécialisation b=1, 1i.e. B ={1,...,1} , on obtient

- - (= j,n - n+j-1 .
(1.5) Sj( n) (-1) (j ) et Sj(n) ( i )

Si A est un sous—alphabet de B de cardinal m , omn a
(1.6) $,(x~B) /S _(x-A) = §__ (x-(B-A))

qui est bien égal 3 Sn_m( (x+A) -B) , oli x+A désigne 1'alphabet {X}UA .
Dans les x-anneaux, on n'&prouve aucune réticence & additionner, soustraire ou multi-
plier par des réels des alphabets ; ces anneaux sont le cadre appropri& aux manipula-
tions de fonctions symétriques plus &laborées que dans ce texte.

Les présentes notations permettent d'écrire de manidre condensée certaines
identités binomiales. Ainsi nous aurons besoin de 1'identité& suivante dont on nous

épargnera la vérification qui ne fait que combiner (1.3) et (1.5)

(1.7) LEMME. Soient j, k, n des entiers»0, x et y deux indétermindes.
_ _ o itlmn kel N o s
Alors Sy 4y (y-(+)x) =y (y=x)7 " 8, (2+k+)y = jx)

Il existe une autre mani&re d'écrire les polyndmes, en faisant apparaitre les
coefficients binomiaux. Si n est un entier, E un al->habet, x une indétermi-

née, on a d'aprés (1.3) et (1.5)
(1.8) 8 (EB-nx) =5 (B) - (Dxs__ (&) + xS _,E) - ... + (D=5, (®)

puisque Sj(-nx) = (-x)j (?)

Les dérivées successives de Sn( E-nx) s'écrivent commodément :
4
(1.9) axP Sn(E nx) n(n-1)...(n~p+1) sn—p< E-(n-p)x)

Les fonctions symétriques fondamentales sont les fonctions de Schur[Macdonald] .

(1.10)  DEFINITION. Soient p un entier, BHeZP, Aj, By vy A, B des al-
p
phabets. Alors la fonction de Schur SH (AX_BI’ ceey AP-BP) est le déterminant
S ._. (A, -B)) .
h.+j- PR
l SACEREE S B PSP
On réserve parfois le nom de Schur au cas spécial Al = ... = Ap= y BI = ...

= Bp =@ , pour lequel on simplifie la notation en se contentant de SH(A)

La théorie algébrique des polyndmes orthogonaux ou des déterminants de Hankel

peut s'interpréter comme 1l'dtude du cas des partitioms H rectangles , i.e.
H= (g, «.v5 Q€ Np . Soient en effet E un alphabet (de cardinal infini!) , =

la fonctionnelle (notée & droite) : Y m30, L = Sn(E) . Alors [ Brezinski]
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(1.11) PROPOSITION. Pn(x) = S n ( E-x) S n (E,...,E,x) est le n-iéme po-
n n 0
lyndme orthogonal pour la fonctionnelle 7

Remarque. On passe ge S O(E,...,E x) 3 8§ (E-x) en multipliant le pre-

mier déterminant, 3 gauche, par —x)l Ainsi,

1-x 0 0 5,(E) S, (E) 5,(E) x l lsB(E-x) 5, (E%) S, (E-x) 0

01 -x 0 5,(E) S,(B) s, (E) X 5, (E=x) S(E-x) S, (E-x) 0
00 1-x]|° 5,(E) S, (E) s (E) x 5 (E=x) $,(E-x) S,(E-x) 0
0 S S,(B)  S,(B) 1

0 0 1 SO(E) SI(E) S (E) 1

53(E) - XSZ(E) S4(E) - xS3(E) SS(E) - XS4(E)
= SZ(E) - xSl(E) S3(E) - sz(E) SQ(E) - xS3(E) . La premiére forme se
SI(E) - xSo(E) S?.(E) - xSl(E) S3(E) - XSZ(E)
préte plus facilement aux calculs faisant intervenir la fonctionnelle. Ainsi
53330(E,E,E,x) T = 53330 (E)

identiques). La deuxidme forme est due i [Cayley ].

( = 0 puisque premidre et derniére colonne sont

Développant § a (E,...,E,x) suivant sa dernidre colonne, on obtient
n .
S (E-x) =3 n (-x)J s . . (E) , et donc, si B est l'ensemble des
n 0 j n-j
n (n-1)" n

racines du polyndme Snn (E-x) , on a les relations suivantes, pour 0gjgn B
(1.12) s . . (E)/ S (E) = D™ s . (-8)
(n-1)3 ™73 (n-1H" n=J

Développant SnnO (E) , ..., Snn n-1 (E) suivant leurs derni&res colonnes, et
utilisant la nullité de tous ces déterminants (qui ont chacun deux colonnes répétées)

on transforme les relatioms (1.12) en les suivantes

(1.13) Sn(E—B)=0=...=S 1(E—B) .

2n-

2. DIFFERENCES DIVISEES .

si f(x,y,z,...) est un polyndme, la différence f(x,y,2,...) - f(y,x,2,...)
est divisible par x-y . L'opérateur, noté a droite,
f(x,y,2,...) - f(y,x,z,...)
(2.1)  £(x,¥,2,...) - 2 — L2%, = £2,

est dit différence divisde. On peut composer de tels opérateurs ; les propriétés

de 1'alggbre des différences divises sont trés lides i celles du groupe symétrique

(cf.[L&81] . Soit B = {50, BI’ cens 6n} un alphabet totalement ordonné . On

note O, le produit Bﬁoﬁl Bﬁﬁ .es 33

8 . 81 f est une fonction

B n~1 "n
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d'une variable, £ BB désigne 1'image de £( BO) par l'opérateur BB , en
considérant f(ﬁo) comme une fonction en B de degré nul en ﬁl’ ey 6n B
(2.2) LEMME. Soient B, E, F trois alphabets indépendants, B &tant de card.

n, j un entier : O0gjgn . Alors, pour tout k>0 ,

i - - -
By S (By+E-F) 3 Sgajon (BHE-T)

. '_1
Démogstration. Tout d'abord, fOJ Sk(60+E—F) = §k+j (BO+E-—F) -ﬁOJ Sk+1(E—F) -
-8 0 Sk+j (E-F) . La série T z Sh(ﬁO+E—F) =Zz Sh(E—F) / (1 -zﬁo) a pecur image

par dg 5 2 Z 2" §,(B-F) / (1=2Bp) (1-2 ) = 222" 5, (B +E~F) / (1-2B,) et

donc par itération, Zzh Sh(BO+E-F) bB = anzh Sh(B+E-—F) . On conclut en remarquant

3 j-1 _ 0 _ 2 .
que 1'image par BB de BO Sk+1(E F) + ... + BO sk+j (E-F) , étant un polyndme
en B de degré j-l—n, est nulle puisque jgn o

L'opérateur 33 fournit le reste dans les formules d'interpolation classiques
de fonctions d'une variable. On considdre usuellement que BO,..., Bn-l sont les

points d'interpolation, et que Bn = x est le point ol 1'on veut "approximer".

(2.3) PROPOSITION (Formule de Lagrange, cf [L&S2] ). Soient B un alphabet
de cardinal n+l, f une fonction d'une variable i coefficients symétriques en B .
Alors EBEB £(8) / Sn(25—B) = f bB .

® s - ' ' ia a L -8
L'expression Sn( 28 -B) n'est qu'une maniére condensée d'écrire HB'GB'fﬁ} (B-8).

3. FORME CANONIQUE

(E- (20+1)x) un polyndme de degré

(3.1)  THEOREME [Sylvester] . Soient sZn+1

impair, B ={5} 1'ensemble des racines supposées toutes distinctes du catalecti-

cant S(n+1)n+1 (E-x). Alors sZn+I (E-(2n+1)x) s'Scrit sous la forme canonique

2n+]
Zgep (B-%) S,(B+E~B)/ s ( 2§ -B) .
Démonstration: . la fonction f£(B) = (ﬁ-—x)2n+1 Sn(ﬁ+E-B) se développe en
5P =T 5 g3 Spei (EB) -85 (6= (20+D)x)  puisque (f-x 2" S, ., €-(20+1)x)

et que Sn(ﬁ+ (E-B)) =3 ﬁJ Sn_.(E—B) . Appliquant la formule de Lagrange & f@),

Al a = — —
on a d'aprés le lemme 2.2 EﬁeB £@) /Sn(Zﬁ -B) = Zj;O Sn—j(E B)‘Sj+n+1(B (2n+1)x)

Syne1¢ (E"B) + (B-(20+1)x) ) - 841 (E-B).5_(B-(2n+1)x) =78y 41 (E-B) .S, (B-(2n+1)x) .

Or, d'apréds (1.13) toutes les Sn+1(E—B), eey (E-B) sont nulles, et donc

S2n+1

f(Bo)aB = s&ﬁl((&m)+(3—un+nx) ( E-(2n+1)x) u]

Son+1

L'expression exacte des coefficients S, (B+E-B) /Sn( 283 -B) semble due &
[Faa de Bruno] p.109 .



48

4. DEGENERESCENCE .

Le théoréme pré&cédent n'a de sens que si toutes les racines ﬁi du catalecti-

cant sont distinctes, car si BO = ‘31 , alors Sn(Zﬁo-B) = (ﬁonﬁl)ni}l (50-6]-_)

=0 = Sn(2/3l -B), c'est~a-dire il y a au moins deux termes infinis dans la somme
ZE(B)/ sn(ZB—B) . Nous allons traiter le cas d'indistinction maximale oll toutes
les racines sont &gales : {30 =...=f =g . Notre outil est la méthode dite for-
melle des algébristes du siBcle passé&, qui consiste 3 considérer les coefficients
d'un polyndme comme les puissances successives d'une indéterminde.

En d'autres termes, &tant donnés un alphabet E et une indéterminée e , on

considére la fonctionnelle linéaire 7 , elle aussi notée 3 droite :

4.1 Yoo, s - el x

2n+1

Alors (e-x) T = San( e-(2n+)x) 1 = £ 8 (~(2n+1)x) ej T =

2n+1-j

(E- (2n+1)x) qui est bien le polyndme que 1'on

z 52n+1( - (2n+1)x) . Sj (E) = SZﬁ+1

veut étudier.

(4.2) PROPOSITION. Soient Szn+]( E-(2n+1)x) un polyndme, S(n+l)“+1 (E-x)

son catalecticant. Alors, pour que f§ soit une racine de multiplicité n+l de

S(n+l)“"’1( E-x) , il faut et il suffit que B soit uneracine de multiplicité
(E- (2n+)x) .

au moins n+l de SZn+1

Démonstration: le polyndme (E-(2n+1)x) peut s'écrire, & 1'aide de (1.12),

a s2n+1
comme le déterminant (-1) Sln a+l ( B-E,...,B-E, B-(2n+l)x) . Si B = (n+l)g ,

n+l

alors pour tout j>/0, Sn (B-(2n+1)x) est divisible par (g-x) ; la

+1+j
dernigre colonne du déterminant ci-dessus, a fortiori San(E-—(ZnH)x) , sont donc

divisibles par (f-x )n+1 .

Réciproquement, s'il existe B qui soit racine de multiplicité au moins n+l
de sZn+1(E_ (2n+1)x), alors B est racine de ce polyndme et de ses n premiéres
dérivées, i.e. Szn+1(E—(2n+l)ﬁ) =0 = Szn(E—Znﬁ) = .. = Sn+l(E_(n+l)ﬁ )
systéme que 1'on peut remplacer, puisque pour tout entier j Sj (E-g) = Sj (E)

- 5Sj_l(E) s par le systéme

(4.3) So0e1 CE-(m*D)B) =0 = ... =5 (E-(n+tl)g)

n+l

(E-x) ... (E-x)

Par ailleurs, partant du déterminant § n+l(E-x) = Sn+l s2n+1
(n+1)

S,(B=x) ... §_, (E-x)

et soustrayant, 3 1'intérieur des Sj (E-x), 0,8, 28, 38, ..., nof dans les co-

lonnes successives, de gauche i droite, puis dans les lignes successives de bas en
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haut, ce qui correspond & des combinaisons linéaires de lignes et de colonnes qui
ne changent pas la valeur du déterminant, on obtient

Sm_1 (E-nf-x) Sn+2 (E-(n+1B -x) .... 82n+1 (E-2nf - x)

S (E~x) = . :
Sz(E-ﬁ -x) S3(E— 28 -x) Sn+2(E—(n+1)ﬁ—x)

SI(E—x) SZ(E-B-X) Sn+1(E-n6-x)

Ce dernier déterminant est triangulaire, puisque chaque terme de la partie supérieure

est combinaison linéaire des polyndmes (4.3). Enfin, pour ce qui est de la diagonale,
n n .

SnH(E-nﬁ—x) = (e-B) (e=x)x = (e-f) (B-x) 7 puisque O = Sn+1(E—(n+l)5)

P +1
= (e—ﬁ)n (e) 7 ;3 1le polyndme S(n+1)n+1(E—x) est donc divisible par (ﬁ—x)rl o

Supposons dé&s lors &tre dans le cas totalement dégénéré, i.e. qu'il existe g
82n+1 (E~(2n+l)x) et s(n+l)n+1 (E~x)

. N 5 N +1 P
Ce dernier polyndme est donc & un facteur prés (xg )n et 1'on peut écrire §

racine de multiplicité n+! despolyndmes

comme quotient de deux quelconques de ses coefficients successifs; malheureusement,
ces dits coefficients sont des déterminants d'ordre n+l et &chappent trds vite aux
moyens de calculs actuels, fussent-ils aussi &laborés que le systdme MACSYMA.

La racine g et le quotient Q(x) = (E-(2n+1)x) / ([3-x)n+1 sont

S
2n+1
donnés par le théoréme suivant.

(4.4) THEOREME. Soit un polyndme San( E- (2n+l)x) ayant une racine g de
multiplicité au moins n+l, e une indéterminée et 7 la fonctionmelle

2
{l,e,e, ...}—){SO(E),S!(E),Sz(E), } . Alors

D Vigign+l, (eI -pdy (e-p)p =0

D (e-pr = ap) / ()

D e Y = D5, (E- 2ne) g

4) B = Szn+1(E-2ne)1r / SZn( E-2ne) 7 = e Szn+](E—2ne)1r / 82n+1 (E-2ne) 7
Démonstration:
1) est une réécriture du syst&me (4.3) puisque pour tout jiz0, ej(e—{')’)nﬂ-;r =

s (e- (+DP)m =

j+n+l (E-(n+1) §) o

sj+n+1
2) (n+1)! Q(B) est &gal 3 la valeur en x = de la n+l-idme dérivée de
SZn+I(E- (2n+1)x ) d'aprés le marquis de 1'Hopital, c'est-3-dire &égal 2
(20+¢1) ... (a*1) S (E-np) = (2n+1) ... (n+1) (e-F)" 7 o

3) Szn(E—Zne) = SZn( (E-(n+1)8) + ( (n+1)B ~2ne) ) =
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= zg;é Synp( E= (nt1)) & ( (n+1)f ~2ne ) + zg‘=0 sn_j(E—(nH)ﬁ) Sn+j((n+l)5-2ne).

La premiére somme a tous ses termes nuls d'aprés (4.3). Par ailleurs, pour tout
iso, Sn+j( (n+1)B - 2ne) = ﬁJ(l —e/ﬁ)n Sn( (n+j+1)g-je) d'aprés (1.7). Pour cal-

culer 1'image de SZn( E~ 2ne) et e SZn( E-2ne) par g , la partie 1) du théo-
réme nous autorise & remplacer el(B— e)n ., 0Ogign, par g}'(ﬁ—e)n , i.e. remplacer

Spey( (0*DB=2ne) par Bl - e/ s ((mririg - 3g) = g(g-e) s _(n+D)

On a done S, (E-2ne)r = 23.:0 Sn—j (E - (n+1)g) S _(n+l) Bj(ﬁ‘e)nn =

- (g-)"r. s_(n+1) Etjl=0 Sn—j<E-(n+l)B) 5j = (5'e)n1r‘sn(“+1) S (E-(n+l)g+g) =
- (_l)n Sn(e-nﬁ Y. Sn(n+l) Sn(E‘nﬁ ) = (-l)n Sn(n+l) ( Sn(E—nB ) )2 s on conclut
3 1'égalité 3) en &crivant Sn(n+l) = (2:) (]

4) Le méme calcul donne e SZn(E -2ne)gy =4 SZn( E-2ne)n et e Szn+1(E-2ne) w

=83 (E- 2ne) * ; par contre, pour kyl, K s (E- 2ne)mw #

2n

ﬁk Szn(E—Zne) 7 puisque l'on a utilisé en cours de calcul eJ (e8)

2n+1
n+l
T =

ﬁJ(e—ﬁ)n+1 7, &galité qui requiert jgn d'aprés le point 1) du théordme.

. _ _ ¢2n
Finalement, on a e Szn(E—Zne)ﬂ = SI(E)'S?_n(E) ( 1) SZ(E).SZn_l(E) + ..+
2n
(Zn) San(E)-SO(E) = Szn+l(E-2ne)1r et done

B= ( Szn+1(E-2ne)7r) / (SZn(E-Zne)n) = (e52n+1(E-2ne)7r) / (82n+1(E-2ne)1r) a]

Les deux expressions de f§ comme quotient de deux formes quadratiques en les

coeffcients du polyndme 52n+l(E_ (2n+1)x) sont dues 3 [ Sondat ]
(4.5) EXEMPLE: Forme cubique. On suppose que le polyndme SB(E -3x) admet
une racine double f et une racine simple vy : S3(E—3x) = @ -x )2(7-x) H

on a donc SB(E) =ﬁ27 , SZ(E) =8@ +2y)/3 , S](E) = (28 +y)/3 , ce qui implique
2 2 2

$)1E = (B=r) /9, S ,(E) = 28812279, 5,,(E) = g2 (g-»2/9 , et done
g = SIZ(E) /ZSll(E) = ZSZZ(E) /SIZ(E) , ce qui est bien 1'expression donnée par
le théor2me, puisque S“(E) = Sl(E).S](E) - SZ(E) , SIZ(E) = SI(E)'SZ(E) - 53(E) s
SZZ(E) = SZ(E)'SZ(E) - SI(E).S3(E) .

On trouve chez [ Eisenstein] une analyse de la forme cubique, avec des applica-
tions 3 la théorie des nombres. Le catalecticant &tant 522(E) - XSIZ(E) + xZS”(E),

le discriminant est done SIZ(E)'SIZ(E) ~- 4Sll(E).SZZ(E) ; ¢'est bien 1'expression

d'Eisenstein aux notations prés.
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(4.6) EXEMPLE: Forme quintique . On suppose que 1'on a une racine triple :

SS(E-—Sx) = ( ﬁ—x)3(7-x)(5 -x) et donc SS(E) = ﬁ376 . SA(E) = 32(57+66+376)/5 s

5,8 = (8% +36%y + 3675+ 3476)/10 , 5,(8) = (387 + 36y +365 95 )/10

S|(E) = (38 +7 +8)/5 .

On trouve, &crivant gtJ pour le produit Si(E)'Sj(E) , que

6522 -85 4250 =3(8-9)(8-5)/100, 252 - 35" + s%% = 3p(-v) (8 -5)/100,
6533 - 85%* + 25 = 3% B-y)(B - 5)/100 et donc
b= (252 - 351 4 05/ a( 352 - 4s!? 4 04
e 2 387 - a4 615y (2620 - 3sl 4 05

comme l'affirme le théoréme.
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