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English Summary. — Given an alphabet A = {a,a’, ...} ( which may be considered as the
set of roots of a polynomial P(z) = (z —a)(z—a’) - -+), Cayley intiated Invariant Theory
by asking which symmetric functions S(A) are invariant under uniform translations
A — At® = {a+¢e,a’ +¢,...}. Such functions are called semi-invariants.

Writing 8%(S) = 0, one obtains that S is semi-invariant iff V_;(S) = 0, with
V_1=0a+ 0 +---.

Any algebraic basis of symmetric functions will give an expression of the equation
3% (S) = 0 ; for example, the elementary symmetric functions A* are such that

%(Ai(A‘FE)) = (n — 9)A""1(A), with n = card(A). A function is therefore semi-
invariant iff it is in the kernel of ndy1 + (n — 1)A10y2 + - -

Introducing binomial coefficients in the expression of P(z), or formally defining
another alphabet B by the relations A%(A) = (Jj) A(B), i =0,1,...,n, we obtain new
expressions of the operator V_1. In particular, V_; equals

Q_1p =051 (B) +2A (B)Opo ) + - -

The cardinal of A has now disappeared, and this allows us to consider perpetuants, i.e.
elements of the kernel of Q_; g for B infinite. This kernel was determined by MacMahon
: it is exactly the linear span of monomial functions ¥ ;(B) for all partitions J with no
part equal to 1 (th 4.5).

Cayley computed many tables of semi-invariants. His method was to find operators
Q© such that the commutator [©,V_1] vanishes. Such operators © therefore preserve
the kernel of V_1, and will generate, from the given invariants, a space of invariants
of hopefully higher dimension. The method followed here is to consider products of
elementary symmetric functions as monomial functions in another alphabet — this
furnishes some generalizations of Cayley’s operators (th 2.4 ).

Schur functions are the fundamental linear basis of symmetric polynomials. Since
the image of the Vandermonde : A(A) = (a —a’) -+ by V_1 is null, one easily obtains
by computing V_; (ASI (A)) that V_1(Sr) is a sum ) (x)Ss, with integral coefficients
(%), summed on all partitions such that I —J =0---010---0. Introducing coefficients
in the Jacobi-Trudi determinantal expression of Schur functions (normalization 3.2)
forces the coefficients (x) to become all equal to 1.

The operators Vi = ZaGA ak+19, satisfy the fundamental commutation relations
[Vi,Vi] = (I — k)Vy. Tt is easy to compute the image of AS;(A) under the V.
However, the Vandermonde is no longer a scalar for V. To compensate, one deforms
the V}, into operators Lj so that

[Ly,Li] = (I = k) Ly + Ok,
and
Li (Sr(A) =Y _(:)Ss(a)

sum on all vectors J such that I —J =0---0k0---0, with integral coefficients ().
Remarking that the cardinal of A can be treated as a free parameter y, one can now
let A become infinite to get the usual Virasoro operators. With this explicit description,
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it is immediate, for example, that all Schur functions indexed by a rectangular partition
(m — p)™, m =1,2,... are in the kernel of the Virasoro operators (Lemma 3.10).
Beginning with the work of Hammond and MacMahon, differential calculus on
symmetric functions has been replaced by linear algebra with the usual scalar product
on the space of symmetric functions : the derivatives with respect to power sums are
adjoint to multiplication by power sums, up to a scalar. One can now take the adjoint
operators of all the differential operators introduced in the study of semi-invariants.

For example, exp (Z zk(‘)wk) is just the adjoint of the multiplication by the sum of

complete functions Z znS™.

One may take several alphabets A;X... at the same time and define covariants as
functions symmetrical separately in A, X, &c. and invariants under any uniform translation
A — At X — Xt+¢ .. .. The usual case is for a finite A and X reduced to an element z.
The simplest non-constant covariant is of course HQGA(a: —a)=]] ((az +e)—(a+ 5))
The most classical one is the Hessian; we more generally show that Schur functions
indexed by rectangular partitions are covariants (prop 5.2). Another covariant that we
use in the sequel is the discriminant (prop 5.3).

Covariants in A, X give rise to interesting differential operators when identifying
the monomials in X to products of derivatives with respect to elementary symmetric
functions in A.

For example, from the discriminant, one obtains an operator due to Bacry, which
generalizes the Laplacian and has Schur functions as eigenfunctions (th 6.10).

Taking any a in A, the partial derivative of a symmetric function S(A) with respect
to a is a function that one can symmetrize again to get on operator on the space of
symmetric functions. The operators encountered in the study of invariants are of this
type (Lemma 7.2).

Symmetrization involves the ”Jacobi-Trudi” operator m, which sends monomials to
Schur functions. More generally, one can also get with the help of w4 the Schur functions
of A+ z or A — z, with z an extra indeterminate, as well as the vertex operators

Va2 = Zz_hSh Z(—Z)jDA]‘
V_p = Z(—z)_hAh ZZjDS]‘ .

The method of replacing a function by a monomial, as allowed by the use of 7y,
ieme

and

has been used with great success by formal algebraists of 19 , not always rigorously
however.
Vertex operators are a fundamental tool of Concrete Physics. Let us just mention

Hirota’s operators on the space of symmetric functions in A:

Hy(f) := coefficient of ¢* in the product (V_A7C(f(A)) (VAvC(f(A)) .

Kadomtsev-Petviashvili equation is H1(f) = 0. It was obtained by Sato, Date, Jimbo,
Kashiwara, Miwa that Schur functions are the solutions of this last equation. Indeed,

from Vy . (SI(A)) = > (*S1k(A), one instantly gets
Hi(S1(8) = Y Sra(-A) Sme(a) .
h+k=—1

This gives the required kernel of Hi, as well as the link with quadratic relations
between minors (Plicker Relations).



1. Introduction. —

Soit B un alphabet de cardinal n. Les fonctions symétriques élémentaires
de B, A*(B), i € Z, sont les coefficients du polynéme [T, (2 +b) (et donc,
Ai(B) = 0sii¢{0,...,n}). A lalphabet B, on associe aussi le polynéme
P(z) =z" + (7)z" "AY(B) + (3)z"2A%(B) + - - -

On aura besoin des fonctions symétriques suivantes :

o les produits de fonctions élémentaires Af(B) = At (B)-.- Al (B),
pour I = (Iy,....I,) € Z"™ ;

o lesfonctions complétes S;(B) définies par la série génératrice [ [, cp(1—
2b) =t =372 278;(B); S; = 0 pour j <0 ;

o les fonctions de Schur Sy;;(B), J,I € Z" définies comme des
déterminants en les fonctions completes :

Sy/1(B) = det| Sy, -1, +1—n(B)

h,k 3

on écrit Sy lorsque I =0---0;

e les fonctions monomiales : 1 ;(B), J € N™, est la somme de tous les
monomes différents de degré J ;

e les fonctions monomiales augmentées: Pour J € N' &;(B) =
L Zu(e‘f )¥, somme sur tout le groupe symétrique &(n) des images du
monome de degré J, noté e’. La fonction ¢ ;(B) est le produit de @ ;(B)
par le coefficient multinomial (mo my ), ou mg,mq, ... sont les nombres
respectifs de coordonnées de J égales & 0,1, ...

o les fonctions somme de puissances ' = 1g...0; et leurs produits

Prd =)t gl

Définition : Une fonction symétrique de B est semi-invariante si en
tant que fonction des coefficients de P(z) elle est invariante vis-a-vis de
la translation : P(x) — P.(z) = P(z + ¢). Une fonction symétrique est
non-unitaire ssi elle est annulée par I'opérateur dy () -

Considérant le coefficient de ¢ dans P(z + €), on obtient

LEMME (1.1). — Une fonction est semi-invariante ssi elle est annulée par
Vopérateur Q_q1 := Op1 + 2A 0p2 + 3A20ps + - - -

On aura plus généralement a utiliser les opérateurs suivants :
e les opérateurs Vi = S 0**10, k€ Z |
o les opérateurs Q_, = Opr + 2AY0p0r41 + 3A20pr42 + -+, 0 > 1,



o les opérateurs ©, = A"0p0 + A"H100 + A™T20p2 + - 7 EZ .

Nous verrons plus loin quel sens précis donner a 'opérateur dyo.
Pour k£ > 1, les identités V(A7) = 11,1 impliquent que

(1.2) Vi=Y 1154100 -

LEMME (1.3). — [Vi,Vi] = ( = k)Viq
Remarque: V est le degré (en B) et V_y =>" 0, =
Si(n— i+ 1)A 10,

Nous considérerons différents alphabets A, ... E et les opérateurs corre-
SpOI’ldal’ltS Qr,Aa@T,Aavk,A &ec.

Le “changement d’alphabet” B — A : A“(A) = (7)A(B) induit la
relation

( ) V—LA = Zaa = 6A1(IB%) + 2A1(]B)6A2 ) + 3A2(B)8A3(B) + -
1.4

CoROLLAIRE (1.5). — Une fonction des coefficients d’un polynéme
P(z) = 2" + (})a" P AYB) + - = 2" + 2" LAY (A) + -+ est semi-

invariante ssi elle est annulée par V_; 4 = Q_1 5.

Plus généralement, on dira qu’une fonction symétrique S(A) est semi-
invariante en A ssi elle est invariante sous les translations uniformes

A — A+ = {(a+¢)}aca.

Le changement d’alphabet, introduisant des factorielles plutét que des
binomiaux, A — C : A*(C) = i!A?(A) a pour effet que

Oyr(a) = Oar(c) + 201 (C)Opr2 () + 3A*(C)Ops () + - = Q-1 ¢
d’ou I'identité des noyaux de Jy1(s) et Q1 c.

On trouvera dans [K&Ro] d’autres méthodes algébriques pour décrire
les invariants des formes binaires ; le point de vue théorie des groupes est
développé par [Ho].

2. Les opérateurs de Cayley. — Dans de nombreux articles, Cayley
(voir 'index de ses oeuvres complétes) se propose de produire des opérateurs
différentiels qui préservent 1’espace des semi-invariants, et donc permettent
d’engendrer un espace de semi-invariants a partir d’un semi-invariant calculé
directement d’apres la définition 1.1.



5

THEOREME 2.1 (CAYLEY). — Soit C un alphabet infini. Les opérateurs
sutvants, agissant sur le sous- espace des polynomes homogenes de degré w en
C, ethomogénes de degrék enles A°(C),A(C), .. ., préservent [’appartenance
au noyau de Q_1 p:

(i) (A'0p0+A2051 +A%0p2+- - )2 —k(A2000 + A30p1 + A%Dpo +- - -)

(1) (A'Ono+ A2Op: +APOpat- ) (A20p1 +20%0p2 +3M Opat-- ) -
w(A28A0 + A36A1 + A48A2 + .- ) — %k(A38A1 + 2A48A2 + 3A56A3 + - )

(iti) (A20n1 + 2A30p2 + 3A*Ops + - .)2_
%(4&) + 2) (A38A1 + 2A48A2 + - - )

Cayley [Ca 1] a donné une extension de la propriété (i), mais ses
occupations professionnelles ne lui en ont pas laissé le temps pour les
propriétés (ii) et (iii). Pour démontrer et étendre son théoréme nous
introduirons un espace isomorphe a ’espace des semi-invariants homogenes
de degré k en les A°(C), ...,A™(C).

Soit Mj, le sous-espace vectoriel de Gym(C) de base les A7 (C), J € N*.
Soit de plus D un alphabet de cardinal k, Gym(D) I'espace vectoriel des

polynémes symétriques en D. Alors le morphisme Mj, — Gym(D):

(22)  JeN, A(C) — By(D) = % D e @ @)

est un isomorphisme. Comme les opérateurs dont nous avons besoin sont
définis par leur action surlabase A7, il est facile de décrire leur transfert par .
En particulier, I'image par n de I'opérateur ©,. ¢, > 0 est la multiplication
par "(D) = k®,.(D) ; 'image de la partie du deuxieme ordre du produit
d’opérateurs O, cO, c est la multiplication par k(k—1)®, , (D), &c. L’image
de l'opérateur .1 ¢ , 7 > 0, est I'opérateur ), d"dqg = V,_1p.

Un cinquieme alphabet de cardinal k&, disons E, permet de simplifier les
calculsde Cayley. Définissons le par les sommes de puissance correspondantes

(2.3)  ¢HE) = £51(D) , $*(E) = mSQ(D) - mSu(D) o
Y (B) = S (=1) Sy (B)/(k — i) - oo (kb — 1), .., 1 <7 < k.
Les fonctions symétriques de E appartiennent donc & I'espace Sym(D).

On définit une nouvelle famille d’opérateurs (2,(3, ... comme suit, notant
V, pour V, p et & pour jVo + (3) :

(o= —Vi(€a— &)+ (ViViéa — 3 Vaboa)
(3=—Vi(& — &) + (V1Vigs — 2 VaVialo + 27 Visbals)



Gr=-Vi& —&_1)+ (VaiVi — 2 Vo ViT266 1+

21" 1
31 Vv, Vi RS )

Moyennant les relations 2.2 et 2.3 les espaces Sym(D) et Sym(E) peuvent
étre considérés comme des sous-espaces de Sym(C) et 'on peut donner la
généralisation suivante du théoreme de Cayley:

THEOREME 2.4. — Soient trois alphabets C,D,E liés par les relations 2.2
et 2.3. Alors le sous-espace dans Sym(D) des fonctions annulées par Q_; ¢
est préservé par :

(i) La multiplication par les fonctions symétriques non unitaires de

E.
(i) les opérateurs . = " ( — L)Y
+%(;)¢r_2( D)Vs j: riz (:)1/1 (D) r+1, T 2> 0.

(iii) les opérateurs ;. , r 2 2.

Démonstration  (i). — L’image d’une fonction de Schur en D par
Vopérateur Q_; ¢ = > 04 s’écrit a vue (formule 3.1) et 'on vérifie ainsi que
pourtout2 < r < k,> d4(¢)"(E)) = 0.8Si P est une fonction semi-invariante
en C ( de maniére équivalente, P est annulée par > dy), alors le produit
de P par un nombre quelconque de 9" (E) ,k > r > 2 est encore annulé par
> 0a ]

(ii). — Le commutateur [Y_ 0z, ] est égal & 97 5" g+ ryp™=1 S ddy —
r" S dOg —r(r — D)2 2d20, + (5) ¢ 2> d?04 + - - -, Cest-a-dire
est nul []

(#ii) La nullité des commutateurs [ 04, (] découle tout aussi inex-
orablement des identités 1.3 : [V_1,V,] = (r+1)V,_1 N

Exemple de (i). — Soit k = 3. La multiplication par 4 x 51¢3(E) =
853 (]D)) —20S512 (]D)) +80S111 (]D)) = 2¢111 (]D)) - 91/)12 (]D)) + 9¢3 (]D)) est I'image
de l'opérateur 20:0,0; — 90,0, + 903. L’action de cet opérateur sur la
fonction semi-invariante P = A%03 — 3A012 4 9A11 en écrivant AT pour
AL(C), se décompose comme suit :

0,(P) = AD04 _ AD13 _ 37022 4 gpll2
©,0,(P) = A005 4 AOL4 _ 77023 4 9113 4 37122
0,0,0,(P) = A006 | 3015 _ GA024 7033 | gpll4 4 37123 | 34222
0,0,(P) = ADO6 _ 7015 _ 47024 _ A033 | gA11l4 | 57123 _ 37222
0,(P) = A006 _ 37015 34024 | 9A033 4 gAlld 37123



Finalement

(2010101 — 90104 + 903)(P) = 2A°96 — 127015 _ 37024 4 137033
_'_33A114 o 66A123 _'_ 33A222

On peut controler directement que cette fonction est annulée par
I'opérateur 8A1((C) + 2A1(C)6A2 © + 3A2 ((C)8A3 (C + e

Ezemple de (ii). — L’image par n de la fonction P est ®go3(D) —3P12 (D) +
20111(D) que Popérateur %03 envoie sur ¢3(D)(CI>003 — 3Py + 2@111) —
P2(D) (3 Poos — 3Po22 — 3Po13 + 3P112) + (D) (Poos — Po2s — 2Po14 +
20@113) — YD) (§Poos — §Po24 — 3Po1s + Pr1a) = —5Poos + SPo1s —
ZLDgos + 4Po33 + 3P114 — 3P123 + 5Paoo.

[’image inverse par 1 de cette derniere est la fonction semi- invariante
—%AOOG(C) + %A015((C) _ %AOM(C) +4A033(C) + %AIM(C) - 3A123((C) +
3A222(Q),

2

Ezemple de (iii). — L’image de P par (3 = (V1V1V1 — §V2V1§3 +

%nggfl)fz se présente comme suit :

V1(P) = 3®pos — 6Pp13 — 3P0 + 6P112
ViVi(P) = 12®pp5 — 1814 — 18Pg23 + 12P199 + 120113
V1iV1iV1(P) = 60Pgo6—72P015—72P 024 —36P33+36P114+60P 123+ 12Pg00;
VoVi1(P) = 12@gps — 1815 — 12Pg24 — 6Pg33 + 12P114 + 12013
V3(P) = 3®g06 — 6Po15 — 3Pp24 + 6P114

Finalement, (3(P) = 7 X 12( — ®gog + Po33 + Pr14 — 2P103 + (1)222) est
bien I'image par n d’un semi-invariant, a savoir

7 % 12( . A024((C) +A033((C) —|—A114((C) . 2A123((C) —|—A222((C))

Le théoreme de Cayley est bien un cas particulier du théoreme précédent:

e le premier opérateur considéré par Cayley n’est autre que
O1,c01,c — kO3 ¢ dont I'image par n est 'opérateur de multiplication par
P1(D)p1 (D) — kp2(D) = —(k — Dk(k + 1)92(E)

e le deuxieme est 'opérateur {o

e Onconstate finalement que (o = —V1V1(§2—£1)+V1V1§2—%szgfl
est le produit du troisieme opérateur de Cayley V1V, — %ngg par &5.



3 . Normalisation des fonctions de Schur et algébre de Virasoro.
— Une sixieme méthode est plus appropriée au calcul des semi-invariants
dans la base des fonctions de Schur. On part tout d’abord de I’expression,
due a Cauchy et Jacobi, d’une fonction de Schur en les lettres a d’un alphabet
A de cardinal n comme un quotient de deux déterminants en les puissances

des a (c¢f [Macd, 1.3.1]).

det| alrgl2t1 ... glntn—1
Pour tout I € N*,  S;(A) = etfa’a a laca

det| a®al -+ a1 | en

Le dénominateur, que nous noterons A(A), est le Vandermonde égal
au produit des différences des lettres de A. L’image du numérateur
det|altaf2t1 ... gIntn=1] par I'opérateur Y 9, est la somme
Il| ali—1gla+1 ... glntn-1 | + ([2 + 1)| aliglzqls+2... gIntn-1 | +eng
en particulier, » d, (A(A)) = 0. La formule de Leibniz nous indique donc
que

(3.1) > 0a(S1(8)) =
1131_100...(A) + (Iz—l—l)SI_Olo...(A) + -+ (In+n—1)SI_...001(A) .

Pour simplifier cette action, on est conduit a définir I’opérateur linéaire
de normalisation ¢ sur la base des fonctions de Schur par

det| a™ /I, ---ant7=1/(I, +n —1)!
(3.2) ﬁ(SI(A)) = | de/t| aO/O! _ _an_1//((n — 1)! | ) |

Apres simplification, on a en fait, dans le cas d’une partition I

(33) 9(51(8)) =18/ T[ o (0 0

ou les ¢ sont les distances (avec signe) a la diagonale des boites O du
diagramme de I ([Macd, I-1] dit content). Ainsi, pour I = 1344, on a

-3 n—a3

-2 —-1] 0 n—2/n—1 0

-1 0] 1] 2 n—1] n |n+1|n+2
0| 11213 n |nt+l|n+2|{n+3

Contents Coefficients



Les coefficients dans ’action de ) 0, ont maintenant disparu:
> 04 (9S1(A)) = 9(OS1(A)), c’est-a-dire, on ale carré commutatif suivant:

©_1
GpymA — GymA

I

SomA — s GymA

puisque l'opérateur ©_; envoie la fonction de Schur Sy sur la fonction
gauche SI/l = Sr_100... + Sr—010... +---+ S[_...001(A) (Cf [Macd]).

Pour un alphabet de cardinal infini, le noyau de ®_; a pour base les
fonctions monomiales 17,1 ¢ J (th. 4.5). Par image inverse, et en petit
degré (i.e. |J| < card(A)), on obtient ainsi une base du noyau de V_;. Par
exemple, pour le cardinal 5, on a 123 = Sa3 — S113 — S122 +2S51112 — 2511111,
et donc, en disposant planairement les coefficients pour rappeler comment,
ils se lisent sur le diagramme des partitions , la fonction

1

3 3 2 .
Sas /a7 — 5113/‘5167 — 5122/‘512 + 251112/26 - 2511111/:5

appartient au noyau de V_j.

Les opérateurs V_, pour £ > 1 n’ont plus la propriété d’annuler
le Vandermonde. En effet, +V_;(A) = Doy ﬁv_k(ai —a;) =
— ij(a,il_k — a;_k)/aiaj(ai_l — aj_l), et donc, en notant AY I'alphabet

{a= }aen, on a

1
(3.4) k21 = Vi(d)=- S tpg(AY).
1<p<q.,p+q=k

MacMahon [McM 1] étudie plus généralement les fonctions S,gr) =
Z¢I 7£(I) = T,|I| = k.

La formule précédente nous permet de calculer 'action des V_j sur
la base des fonctions de Schur a partir de l'expression de V_ (St - A).
Pour éliminer les termes provenant de V_;(A), on est amené & définir les
opérateurs suivants (pour 0 < k < n/2):

1
Ly =V_g +e (5D,¢k/2Dwk/2 — wk/z(A\/)Dwk/z)
(3.5)
+ Y (Dyr Dya — YP(AY ) Dya — pI(AV) Dy )

1<<<q,p+q=k
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avec € = 1 ou 0 selon que k est pair ou non, et en écrivant Dys pour q0y..

Un calcul facilité par 'usage des opérateurs de symétrisation et que nous
reportons pour cette raison en (7.10) donne I'expression explicite suivante
de 'action des opérateurs Ly:

PROPOSITION (3.6). — Soient A un alphabet de cardinal n, I dans N™,
k un entier positif, tels que n > k + |I|. Alors Ly(Sr(A)) = (I1+1—
k—;l)S[_ko...o(A)-i-(Ig-I- —ki;)S[_Oko...o(A)-l-‘ . ‘+(In-|-n—k—;1)51_0...0k(A) .

Par ailleurs, les expressions (3.5) donnent instantanément la décompo-
sition des opérateurs Ly, 0 < k < card(A), dans la base des D,

€
Lk = §D¢k/2D¢k/2+ Z prD¢q+w0D¢k+w1D¢k+1—|—- .. wn—szpn .
1<p<g,p+q=k

Considérant 1y comme un parametre arbitraire : ¢y = u, on peut faire
tendre le cardinal de A vers 'infini, et poser, pour k& > 0:

(3.7)
Ll(cu):%D¢k/2D¢k/2 + Zl§p<q,p+q=k Dy» Dya+ ZjZl Y Dyt
L =1p? + 251 %7 Dy

L(_ug:%wk/2wk/2 + Zl§p<q,p+q=k wpwq_'_ 2j21 wk+jD¢j

Ces opérateurs forment une représentation de 1’algebre de Virasoro (cf
[Kac] et [K&R]). Nous les avons obtenus ici comme une déformation des
opérateurs V.

Il est immédiat sur Pexpression (3.7) que ces opérateurs vérifient les
relations de commutation:

k3 —k
(3.8) L L) = (k= WL, + 0 i
avec 0, _p, = 1 ou 0 selon que k = —h ou non, le seul ingrédient demandant

calcul étant le scalaire (k3 — k)/12.

La proposition (3.6) reste valable, & condition de distinguer n et p:

k+1
Ie Nn,k >0 =L (SI(A)) = (In + u— —2 )SI—O---Ok(A)
k+1
(3.9) + (In—1+p—1-— ?)51—0---01@0(A)
k+1
+o A+ (Ltp=—n+1———)Sr_ko..0(A)

2
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Les “vecteurssinguliers” pour cettereprésentationdel’algebrede Virasoro
sont les fonctions symétriques S telles que L,(c“ )(S) = 0 pour tout k£ > 0.
Tenant compte des relations de commutation (3.8),on détermine ces vecteurs
a l’aide du lemme suivant (¢f [K&R]) — nous pouvons apporter la précision
a la remarque de ces auteurs “proof by a direct and lengthy computation”
que la longueur en cause est de trois lignes.

LEMME (3.10). — Soit u € Z. Alors pour tout entier n > 0, on a les
nullités

1
L (Stuown) =0 & (L8 + 5Dy Dy ) (Stuyn) = 0

Preuve : Dans la somme 3.9 pour Lg”), il y a une seule fonction de Schur non nulle, S5_1¢...0,
qui est affectée du coefficient (n—uHp—n. On a de méme Lé”)(SE[)z—%SD,QO...O-i-% So-020---

termes qui s’éliminent avec %Dd)l D¢1 (Sm), sachant que Sg_020...=—Sp—110..- |:|

MacMahon [McM 5] donne une algebre de Lie d’opérateurs a 4 parametres
généralisant les V.

4 . Produit scalaire. — Les différentes symétries des matrices de
changement de base de fonctions symétriques d'un alphabet infini A obtenues
par Cayley, Kostka &c. s’interpretent (cf [Macd I.4]) en munissant I'espace
des polynomes symétriques Sym(A) d’un produit scalaire ( , )5 pour lequel

o les fonctions de Schur sont orthogonales,

e les fonctions monomiales ¢); sont adjointes des produits de fonctions
completes,

o les produits de fonctions sommes de puissance ! sont orthogonales.

Bien plus, 'adjoint de la multiplication par toute fonction symétrique
S(A),quenousnoterons Dg ) , peuts’écrire comme un opérateur différentiel.
En effet, i0yi(x) est I'adjoint de la multiplication par ¢*(A); c’est donc
Dyisy (cf [Macd L5, ex 3]). L’opérateur adjoint d'une fonction symétrique
quelconque S(A) = 3" (9, 1/)I)A YI(A) /(! ,@bI)A s’écrit donc par linéarité

(4.1) Dsny = Z (S, 9", Dyry / (@7 97),

somme sur toutes les partitions I.
Les Opérateurs de Hammond sont les opérateurs adjoints de la multi-
plication par les fonctions élémentaires ou les fonctions completes. Comme
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> 248, (A) = exp (X 2F¢*(A)/k), on peut & la suite de MacMahon [McM

2] écrire

(4.2) Z Zi DSi(A) = exp (Zk21 Zk Dd}k(A))

Les opérateurs différentiels utilisés aux paragraphes précédents se
réécrivent sans difficultés (c¢f [McM 3]):

(4.3)
@_r - 6/\1" -I- AlaAr+1 + AzaAr+2 -I- L (—]_)T_ID,(/jr ,T' 2 ]_ y

(_I)T_laAr = D¢r + SID¢r+1 + 82D¢r+2 4+ r>1,
Q—’r‘ :Dd}r—(wlDwr-l-l —'—¢2D¢T+2+...,r21 ,
Vi = ¢k+1D¢1 + ¢k+2D¢2 + ¢k+3D¢3 + LeZ

Pour k > 1, les identités 1.2 : V(A7) = thy;-1;4; impliquent que

Vi = Z¢1J‘—1k+1 Opni = Z (—1)j¢1j—1k+1 St Dyivi bk >1

i>1 i>0,j>1

Le calcul différentiel se trouve maintenant remplacé par des multipli-
cations par les fonctions symétriques (pour lesquelles on dispose de tech-
niques combinatoires variées, utilisant en particulier les tableauz de Young).
Il faut toutefois noter que dans le cas d’un alphabet fini, I’expression ci-
dessus des opérateurs ©,.,£2,.,V,. n’est plus vraie, des termes complémentaires
s'introduisant.

L’action des opérateurs de Hammond sur les fonctions monomiales
consiste en ce que Cayley [Cay 2| appelle décapitation en hommage a
la Révolution francaise. Pour une partition J = 1! -.-¢™i ... et un entier ¢
tel que m; > 1, notons .J \ i la partition J \ i = 1™ ...4™i=1... Le lemme
suivant, était connu de Cayley et MacMahon.

LEMME (4.4). — Soit A un alphabet infini. Alors pour tout entier positif
1, toute partition J, Dgi (wj) = P\ ou 0 selon que i est une part de J ou
non.

Comme S! = 9! (etdonc Dg1 = D,;1), utilisant lechangement d’alphabet
A — C et lidentité Dgi(yy = Q_1c, on tire du lemme précédent la
caractérisation suivante des fonctions semi-invariantes due a [McM 3]. —
voir aussi la preuve de [Sy 1] :
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THEOREME 4.5 (McMAHON). — Soient A et C deux alphabets de cardinal
n, liés par les relations A*C = i!A*A. Alors l’espace vectoriel des polynomes
annulés par Q_1 ¢ a pour base les fonctions monomiales ¢y (A),J Z 1 dans
le cas o n est infini. Lorsque n est fini, cet espace a pour générateurs les

polynomes en o (A), ... 0, (A).

Les calculs impliquant le produit scalaire sur I’anneau des polynomes
symétriques sont facilités par ce que le capitaine MacMahon [McM 4]
a appelé “Lois de Réciprocité”. On retrouve ces lois en considérant un
alphabet supplémentaire X de cardinal infini et en munissant ’espace
Sym(A) ® Gym(X) du produit scalaire produit, :

(S(AT(X), 5" (A)T' (X))

(S(A),S'(A), - (T(X), T'(X))

ARX A X

pour tout quadruple de fonctions symétriques S,S’,T,T’. Choisissant deux
bases de Gym(A) et Gym(X), on définit pour ces bases Dg(a)r(x) comme le
produit d’opérateurs Dg ) D7 (x) et I'on étend par linéarité la définition de
Dg a tout élément S dans Gym(A) ® Sym(X). Il est immédiat de vérifier
qu’est préservée la propriété d’adjonction :

LEMME (4.6). — Soient A et X de cardinal infini. Alors pour tout S dans
Sym(A) ® 6Gym(X), Dg est adjoint de la multiplication par S.

Notons |x—x la spécialisation de X en A et A + X I’alphabet union de A
et X.

PRrROPOSITION (4.7). — Pour tout triple de fonctions symétriques S,P,Q),
on a

Ds(s) (P(A)Q(A)) = Ds(arx)(P(A)QX)) |5,

Démonstration. — Par linéarité, il suffit de prouver la formule dans le cas
S =y P =y!,Q =17, pour tout triple de partitions I,.J,H. L’anneau
Sym(A) ® Gym(X) étant le produit tensoriel des anneaux en une indéter-
minée C[1)? (A)] et C[1p7 (X)] et le produit scalaire étant le produit direct de
sa restriction a chacun de ces anneaux, il suffit en fait d’examiner le cas ou
I=i% J=4" H =i . Puisque 9! (A + X) = ¢*(A) + ¢*(X), on a

D agx) (" (A)97 (X)) = (Dyi(ay + Dyi(x))” (%1 (A)* (¢*(X))?). On con-
clut & Paide de (Dyi(ny)” (¥5(A)*) = Y-+ (@—i+1) (¥*(A) " ]

On trouvera dans [Thi] une interprétation de ces propriétés du produit
scalaire en terme d’algebre de Hopf.
Remarque. — Dans le cas ou S,P,(Q sont homogenes et ou d%S) =
d(P) + dYQ), la fonction Dg(P(Q)) est une constante et ’on n’a pas besoin
de la spécialisation X = A. Ce cas particulier est abondamment utilisé par
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MacMahon [McM4] pour décomposer des produits de fonctions symétriques
par des fonctions monomiales, oudécrire les “syzygies” entre semi-invariants.
Plus généralement d’ailleurs, MacMahon étend les propriétés des fonctions
symétriques a l’anneau des polynomes dits de Laurent : les fonctions
monomiales sont maintenant I’orbitesousle groupe symétrique d’'un monome
ayant des exposants dans Z et plus seulement dans N.

5. Covariants. — On peut généraliser la notion de semi-invariant en
considérant simultanément plusieurs alphabets.
Définition. — Soient A et X deux alphabets. une fonction symétrique en A et
symétrique en Xest dite covariantesielle est invariante pour toute translation
A — AT X — X*¢. Nous devrions plus exactement dire semi-covariante,
n’ayant utilisé que le groupe des translations.

On a la méme caractérisation différentielle qu’en 1.1 en considérant le
coefficient de e':

LEMME 5.1. — La fonction bisymétrique f(A,X) est covariante ssi elle
est annulée par lopérateur différentiel Y o, g — Y cx Oz

Le cas le plus classique est celui ot X est réduit & un élément: X = {z}.
Le candidat suivant est le résultant [[,c, ,ex(a — ) qui soustend toute la
théorie de ’élimination au 19'*™° si¢cle. L’étude du résultant conduit, et nous
n’aborderons pas ce domaine, aux fonctions symétriques d’une différence
d’alphabets (au sens des Ad-anneaux), dites aussi supersymétriques— cf[Pral.
Nous préférons ici nous restreindre aux méthodes différentielles utilisées en
théorie de I’élimination.

On peut bien entendu effectuer sur A et X séparément toutes les
transformations étudiées ci-dessus, de sorte a modifier I'expresssion de
I'opérateur dont les covariants sont le noyau.

Par exemple, un covariant bien connu, associé au polynéome P(z,y) =
0,0, P  0,0,P
0y0, P 0,0, P
difficulté, en posant P(z,y) = A"™(nz + By) et en notant nz pour
I’alphabet de cardinal n dont tous les éléments sont égaux a x, étre égal a
—n2(n—1)2y"2 Ap1na ((n—2)x + IBy) )

Donnons une famille plus générale de covariants.

, que l'on trouve sans

[T.ca(® + ay) est le Hessien ‘

PrOPOSITION 5.2.— Soient trois entiers positifsk,r,p tels quer+p = k+1,
A un alphabet de cardinaln, B Ualphabet correspondant : A\*A = (T:) A'B pour
tout i, et enfin soit x une indéterminée. Alors S, (px + B) est un covariant.

Démonstration. — On réclame ’annulation par "opérateur ) | ., 0y — 0y =
(n + 1)0y1@m) — D pep O — Oz. Or pour dériver par rapport a x une
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fonction de px = {z, ...z}, on peut tout aussi bien considérer un alphabet
X = {z1,...,2p} de cardinal p et remplacer J, par 0, + -+ + 0;,. En
d’autres termes, si f est une fonction symétrique en p variables, alors
O f(zy...;x) = (89;1 + - -8xp)f(x1, . ,xp)‘wi:w i

On a donc & montrer 'annulation de S,x (X 4+ B) par lopérateur (n +
1)0y1 () = _pen O — D gex Oz Utilisant alphabet Y = B+ X, et profitant de
ceque Oy1 () = Oy1(v), onest en fait restreint a calculer I'image de S,.» (Y) par
(n+1)0y1(vy— Y Oy, quiest (n+1)Suk /1 (Y) = (r+n+p—Fk)Sp_1,....(Y).
L’hypothese sur k,p,r implique la nullité, avant méme la spécialisation
T =r=--=1m,

Nous examinerons un autre covariant, associé au discriminant.

PROPOSITION 5.3. — Soit B un alphabet de cardinal n, X = {x,y}
un alphabet de cardinal 2, P(z) le polynome A™(nx + B). Soit Q(z,y) =
a (P(z)P'(y) — P'(z)P(y)) — P'(z)P'(y). Alors Q est un covariant, i.e.
est annulé par Q := (n + 1)0y1@) — Y 0z — > Oy.

Démonstration. — Comme P'(z) = nA™" ((n—1)z + B), on trouve que

~ _ 4 [ A ((n-Dz+B)  A"((n—1)y+B)
nT*Q(zy) = ;= A ((n—1)z+B) A"™((n—1)y+B)

Remarquant que (z — y)~' commute avec 9, + 9,, donc avec O, on

veut donc montrer Pannulation de (z — y)n™2Q(z,y). Or la double nullité
Vi <A"‘1 (n—1)z +B) ) =0=0 (A"_l (n—1)y+ IB%)) est le cas particulier
k=n-1r=1p=n-1 delapropositi0n5.2.Enoutre,(?(A"((n—l)x—HB%)) =

A" A"

((n+1)—n)A"*((n—1)z+B) et donc'image du déterminant Al pnl

par Q est donc nulle  []
Dans la base des fonctions de Schur en z,y, le polynéme Q(x,y) s’écrit

(5.4)
n—1\ /n—1
Q(x’y) - n2 Z (2 _ 1> ( . ) Sli—i—lj (B)Sn—l—i n—1—j (37 + y)
0<i<j<n-1 J
Remarque. — L’idée de considérer la résultante de deux polynomes ou le

discriminant d’un polynéme (en une variable) comme une forme quadratique
sur l'espace vectoriel des polynomes en z et y a coefficients les fonctions
symétriques, est diie a Cayley. On retrouve la résultante ou le discriminant
usuel en prenant le déterminant de cette forme quadratique. Ainsi, pour
n =3,

U Q(ay) = A3(2z +B) A3(2y+ B)

A2 (2::3 +IB%) A2 (2y + IEB) = (A32(B) + (27 —2y) A22(B) +
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(2% —y®)A12(B) + 4zyAsn (B) + (20°y — 22y%) A11(B) + 2°y>A1o(B))
2AQQB AlgB
AlgB 2A1113
2A2B — 2A1BB  AZB - AB | | 2A%2A - ZABA 1AT2A - A3A

APB - A’B  2AV'B— A’B| " | 1AA - A3A 2ZATA - 2A%A

= L (AM22A — 4A?2A — 4AMBA 4 18A13A — 27A%A). Clest bien

Pexpression du discriminant du polynéme [],c,(z + a) = A*(3z + B)
classiquement donnée par les bons livres d’algebre [Bou, IV.6].

Le déterminant est égal a

Par extension, nous dirons que la fonction Q(z,y) € Gym(A)[z,y] est le
discriminant du polynéme [ ., (z + a)

6 . Opérateurs différentiels associés aux covariants. —

I’idéee fondamentale sous-tendant le “Calcul Symbolique” développé
principalement par 1’école allemande a la fin du siecle dernier consiste a
transformer les covariants en opérateurs différentiels que I’on s’empresse de
faire agir sur les covariants.

Au lieu de “symboles” ou d’“ombres”, nous considérerons deux indéter-
minées x,y, un alphabet B de cardinal n et emploierons un morphisme de
Panneau GymB|x,y| des polynémes en x,y, a coefficients symétriques en B,
dans le module des opérateurs différentiels a coefficients dans SymB, Ce
morphisme, noté &, est défini par

(6.1) &) Qia" 'y ) = Qij OniOns = Y Qij Onis -

On a au paragraphe précédent défini les covariants comme les éléments
de GymB[z,y| symétriques en z,y et annulés par opérateur Q2_1 — 0y — 0y,
ou Q_l = Q—I,B = (n + 1)3¢1B - Z 8;) - 8/\1153 + 2A1B6A2Eg + -

Lacompatibilité dumorphisme ¢ avec {2_; peut s’exprimer parlapropriété
immeédiate suivante :

LEMME (6.2). — Pour tout QQ € Gym[z,y], le commutateur
[€(Q) Q1 — 0,—0y] est égal a £([Q, Q-1 — 0—0y)).



17

COROLLLAIRE (6.3). — Soit Q un covariant et f un polynome dans Clz,y].
Alors

£(fQ), Q1] = &((0af +0,1)Q)

Comme application de ces méthodes, nous donnerons en exemple le tres
intéressant résultat de Bacry [Ba] que les fonctions de Schur sont fonctions
propres de 'opérateur associé au discriminant.

Etant donné un alphabet A de cardinal n, on peut se proposer de
caractériser les opérateurs différentiels du deuxieme ordre

0= Zi,j#o Qij Opii + Z#O Qi0pi

ol Q;; € Gym(A), qui ont les fonctions de Schur comme fonctions propres.
En d’autres termes, il existe une application 6 : Z™ — C telle que pour tout
I dans Z™, notant p le vecteur (0,1,...,n — 1), on a

(6.4) VS1_,(A) = (1) S1_,(A) .

Tenant compte de ce que S;_, = +5;_, si le vecteur J est obtenu par
permutation des composantes de I (ce qui correspond & une permutation
des colonnes dans 'expression déterminantale de S;_, ), on a donc que 6(I)
est une fonction symétrique des composantes I1,...,I,, de I.

Prenant deux indéterminées supplémentaires u,v et posant P(u) =
[l,en(u +a) = A™(nu + B), on trouve que pour tout S dans Gym(A),
I’hypothese que © est du deuxieme ordre implique

(6.5) [©,P(w)],P(v)]S =85> Qij Onis P(u)P(v) .

Par ailleurs, le produit d’une fonction de Schur S;_,, I € N*, par une
fonction élémentaire A* est décrit par la formule de Pieri :

(6.6) A*Spp =3 Stpie

somme sur tous les vecteurs ¢ € {0,1}",|e| :==e1+--- + &, = k.
Utilisant la formule de Pieri pour développer (6.5), on obtient la condition
nécessaire suivante pour que Q vérifie (6.4) :

Ve,n € {0,1}",le nombre (I + ¢ + n)

(6.7) .
—0(I +¢) —0(I +n) + 0(I)ne dépend pas de I € N*
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Inversement, les coefficients de 'opérateur ¢ sont déterminés par les
valeurs 6(I) pour I € {0,1,...,n+1}" qui correspondent aux fonctions de
Schur appartenant & ’espace vectoriel de base {A?7 : 4,5 € N}.

Plus précisément, utilisant que A’A7 = Syi 15 + - - - Syi+s, ot 1° désigne
le vecteur 0,...,0,1,...,1 € N*, on a, pour 1 <1 < jn

n—u 7
(68) Qz’j = (9(/) + 1%+ lj)S1i+1j + 9(/) + 11 4 1j+1)S1i71+1j+1 +---
F(p+ 1M+ 1) S yivi — (0(p+1°) +0(p+17) ) A7 +0(p+ 177 ) A+
Qi =0(p+ 1) A’

En résumé, la proposition suivante caractérise les opérateurs différentiels
du 2" ordre ayant pour fonctions propres les fonctions de Schur:

PROPOSITION (6.9). — Soit n un entier, 6 une fonction symétrique de N™
dans C vérifiant la condition (6.7). Alors lopérateur

Q= Zi,j;éo Qij Onii + Z#O Qi 0pi

ot les QQ;5, Qi sont données par 6.8, a pour fonctions propres les fonctions
de Schur S;_,, I € N” et pour valeurs propres correspondantes les 0(I).

L’équation 6.7 indique que la fonction 6(I), si elle est analytique, est
polynomiale de degré 2 au plus en chacune des composantes de . La solution
quadratique la plus naturelle est,

(1) = ZM(IJ- L)% —e,

ou la constante ¢ est choisie telle que #(p) = 0 (on préfere en effet que les
constantes soient fonctions propres pour la valeur propre 0).

THEOREME 6.10 (BACRY). — Soit n un entier, 0 la fonction : N* 5 I —
0(I) = > ;. (L — I)? — ¢, Q = Y. Qij le discriminant tel que défini en
5.3, & le morphisme 6.1. Alors l'opérateur

Q= n"(ayQ) + (n+1) > k(n— k)A*o

a pour fonctions propres les fonctions de Schur et valeurs propres 0, i.e. pour
tout I dans N, on a

O (S7_,) = 0(I) S1_,

Preuve. — D’apres la proposition 6.9, nous sommes limités a montrer que
pour toute fonction de Schur Syi 15, 0 < 4,7 < n est fonction propre de ©,
de valeur propre 0(p+ 1"+ 17). Introduisant deux alphabets A)B de cardinal



19

n liés par A’A = (?)AiIB%, et le polynéme P(u) = A™(nu + B), on a que
P(u)P(v) est la fonction génératrice des fonctions de Schur Sy 1, (A) tout
autant que des fonctions de Schur Syi 15 (B).

De I’expression 5.4, on tire

I (@yQ) P P) = S ()(7) Suigs (B) Sucjmmi(utv)

0<i<j<n—1

Lecoefficient de Sy, —; (u+v) dans O (P (u) P(v)) estdonc 2n? ("~ 11)( NSy (B)+

(n+1)((nitnj—i2—52)A% (A) — (ni+nj— (i—1)%— (j+1)?)A*~ 1J+1(A)) il
est bien égal au coefficient de Sy, jn—;(u+v) dans Y o ;e 1 O(p+ 1"+
y . ! !

17)81i 415 (A) Sn—j n—i(u-+v), puisque Si+15 (&) = 515357 71 5m ((n+1-
)(j +1)S1i115(B) + (n+1)(5 +1 - )A = T(B)) ]

Une preuve beaucoup plus détaillée se trouve dans [Bee| qui interprete
I'opérateur comme la partie radiale de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur
certains espaces symétriques.

Exemple. — Pour n = 2, 'opérateur est

4§($yQ) + 3A1(B)6A1 (B) = So (B)6A11 @) T+ 3A1(B)8A1 (B) -

Pour n=3, d’apres le calcul du paragraphe précédent, on a
9£(ny)+4 (2A1 (B)8A1 (B) +A2 (B) Oz (B) ) = QSQQ(B) Op22 (B) +2515 (B) Op12 (B) +
2855 (B) Op11 (B) +8A! (IB)8A1 (B) +8A2 (B) Oz (B) = (2A22 (A)—6A13 (A)) 8A22(A) +
(2A12(A) —18A3 (A)) Oarz(ay + (2AM (A) —6A% (A)) Oprr (a) +8AT (A)Dn1 () +
8A2(A)Op- (A) -

Ail’lSi @(512( ))

= 2A12(A) — 18A3(A) + 8(2A2(A) = 18S512(A) =
(22+42 +(4-22-(1 +22

+(2=1)2))S12(A) = 6(0,2,4)S12(A).

7. Symétrisations. — On peut facilement obtenir des dérivations sur
I’anneau des polyndémes symétriques en un alphabet A par symétrisation
de 'opérateur de dérivation J,, ou a est un élément quelconque de A.

Soit A un alphabet totalement ordonné de cardinal n, a sa premiere
lettre. Soit ma 'opérateur sur ’anneau des polynomes de Laurent Z[A AV ]
a valeurs dans Gym(A):

(7.1) pour tout I € N*, tout k € Z ,mp(e"*- (A"A)*) := Sr(A)- (A" A)*

Des opérateurs plus généraux sont décrits par [L&S].
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Soit @ un élément fixe quelconque de Z[A,AV]. Alors 'opérateur

Sym(A,AY) 2 P — m4(Q - 0,(P)) € Sym(A,AY)

est une dérivation puisque 7, admet les fonctions symétriques en A comme
scalaires.

Les opérateurs de Cayley, Sylvester, MacMahon considérés dans ce texte
sont, de ce type.

Pour simplifier les notations, nous utiliserons la structure de A-anneau
de I'anneau des polynomes a coefficients réels. Plus précisément, on définit
les opérateurs “Sommes de Puissance” , £ > 0 par les formules :

YE(au+ v +yw+ ) = au® + Bo* + yw* + -

pour «,f3,...réels et u,v, ... mondémes. A I'aide de la décomposition de toute
fonction symétrique S dans la base des produits de ¥, on identifie S & un
opérateur sur I'anneau des polynomes. Un alphabet A doit étre identifié a
la somme de ses éléments: A = a + a’ + - --. La somme ou la différence de
deux alphabets correspond a

YA £B) = ¢(A) £9"(B) .

LEMME (7.2). — Soit A un alphabet de cardinal n. Les opérateurs O,
n>k>1,Dye,n>k>1,Vi,n>k>-1,0,,-1>r Q. —1>r sont
du type (Q : 8a()), avec les facteurs (Q respectifs suivants :

(—a) 1, (—a) IS (—A), aF S 20— A), (—a) AT (A
a), (—1)"a"" (S (2a — A) — (n+2—7)S"""(a — A)).

La vérification du lemme ne présente aucune difficulté; donnons a titre
d’exemple ce qui concerne O,.:
L’image par 0, de A*(A) = A¥(A —a) +aA*"1(A —a) est A¥=1(A —a). Le
produit A"T"(A—a)-AF~1(A—a) est égal & la somme de toutes les fonctions
de Schur Syigi(A—a),i+2j=n+r+k—1,5 <inf(n—r,k—1). L’image
par 7, de cette somme, multipliée par (—a)'=™, est (—1)" 713" Sqini 1 (A);
chacun de ces déterminants a sa premiere et derniere colonne identiques,
sauf lorsque i +j = n — 1,i.e. j = r+ k, auquel cas (—1)" 1S ig 1 (A) =
Son-i11(A) = A™T*(A) ]

L’opérateur, sur I'anneau Gym(A)[x] des polynomes en une variable x
défini par
f=Ou(S" Nz +a—A)a'"" f(a))

est un opérateur Sym(A)-linéaire de projection sur le sous-espace des
polynomes de degré < n — 1 en x. Ce n’est autre qu’un des nombreux avatars
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de I'interpolation de Lagrange. Moyennant cette identification, I'expression
de O, ci-dessus coincide avec celle donnée par Sylvester [Sy 1].

MacMahon [McM 6] considere des opérateurs plus généraux que les .,
ot les coefficients 1,2,3... = {S%(2)};>0 sont remplacés apr les binomiaux
S*(k). Ces opérateurs s’obtiennent & I’aide des m (S*(ka — A)a’ 9,()).

Les opérateurs Dgx et Dyx peuvent aussi s’obtenir par symétrisation. En
effet, soit Aunalphabet de cardinalinfini, z uneindéterminée supplémentaire.
Les opérateurs Dgr et Dpr sont donnés par les formules de Taylor, pour
toute fonction symétrique S:

(7.3) S(A+2) =) 2"DsiS(A)
(7.4) S(A—2)=> (2" DyS(A) .
Notons comme ci-dessus 7, lemorphisme: w5 (el*) = S;(A),Vn VI € Z™.

LEMME (7.5). — Soit A = {aj,as,...} un alphabet de cardinal infini.
Alors, pour tout n, tout I € 7™, on a

7TA(eI,A/ ngz’gn(l - z/ai)) =S1(A+2),

7_[_A(eI,A . H1§z§n(1 — z/az)) = SI(A — Z) .

Preuve. — On remarque que el* - T[(1 — z/a;) = el 37 (=1)7AJ(AY) est
identique & 3 (—z)l¢le! =54 somme sur tous les vecteurse € {0,1}". ’image
de cette somme par 7, est bien S;(A — z) d’apres la formule de Pieri. La
formule analogue pour la multiplication par les fonctions completes S;, que
nous n’avons pas écrite, donne de méme la fonction Sy(A + z) développée
suivant les puissances de z  []

Tenant compte de ce que Sg(a + 2z) = a*(1 + z/a + -+ + 2¥/a*) et de
ce que les monémes e’/ PA JE N, J—p=1J,,....Jo—n+2J —n+1,
ont une image nulle par 7, on peut réécrire le lemme, pour tout I € N* :
(7.6)

A (e_pSI" (an + 2) -+ S22 (ay + 2) ST (ay + z)> =Sr(A+2),

(7.7) A (SI” (an — 2)---S™2(ay — 2)S™ (ay — Z)) =S1(A—2).

Les opérateurs Dy« et “multiplication par y* 7 sont adjoints par rapport
au produit scalaire étudié section 4. De fait, D est “proche” de I'opérateur
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de multiplication par ¢/*(AY). En effet, soient k un entier, k < card(A) = n
et I € N”. La formule dite de Murnaghan-Nakayama [J&K,p.60] est

(7.8) D¢k (SI(A)) =Sr-ko...o+ -+ Sr—o..ox -
Par ailleurs, 9*¥(AY) est un scalaire pour 7, et donc

¢k(AV) . SI(A) — ﬂ'A(i/)k(AV) elA

7.9
(7.9) _ M(er—ko...o_I_____I_eI—o...Ok) _

La différence entre les deux expressions provient de ce que my(e”?),
j € Z", n’est égal & S;(A) que lorsque J > —p = (0, —1,..., — n+1).

Plus précisément, par regoupement de termes on obtient I'identité
suivante:

LEMME (7.10). — Soient p,q,r trois entiers positifs, A = {aq,...,an} un
alphabettotalement ordonné de cardinaln > p+q+r. SoientB = {a4,...,a,},
D = {ar41,...,an}. Alors, pour tout I € N, on a

PP (AY)Dya (S1(A)) = ma (P (DY) (BY e (7 (B ) (BY )e'*
= ma (PP (DY )p4(BY )e"® + Dy» Dya (S1(A))

Par exemple, pour n = 6, on a ¢;(AY) - (Si27(A) + S1a5(4)) =
Dy <w1(AV)-(8147(A))> = mi((ag ' a5 +ag ') (ag ' +ay ' +ag agaga])+

Dy (S127(A) + S145(A) = 74 (ag 'adadal + ag 'alaial)+
(So27(A) + S117(A) + S126(A)) (Soas(A) + S135(A) + S144(A)).

Celemme permet d’écrire commodément les opérateurs Ly, définis section

3 et d’apporter une preuve différée :
Preuve de la proposition 3.6. — Soit © opérateur : S;...;n(A) = (h+n —
1)S;jhi(A) +(j+n—2)S;..jxkn(A) + .. D'apres 'expression de Ly en
fonction de V_g et celle 7 de V_i(A), ona 1 (V_r(S1(A) = Sr V_ig(A)) =
O(SI(A)) + WA( - Zpgq wpq(DV)eI’B) + Zpgq Ppg(BY + DY )ma(ehP).

La différence Ly (S1) — Q(St) est donc égale a I'image par my du produit
du mondme el = el®) par e(ypF/2k/2(BY) —p*/2(BY + DV )ypk/2(BY)) +
> p<q (WPI(BY)—9P(BY +DY)9p(BY)—y9(BY +DY )¢ (BY ) +3°, <, (¥pq(BY )~
YP(BY)pa(BY) — (BY )y (BY)).

Tenant compte de ce que YP? = 1), + Ppiq et YPP = 24y, + 1Py, on
trouve que le facteur précédent se réduit a l;zkwk(IBV), d’olt

1-k
2

VB ) = L D (sim) D

Lk(S[) - @(S[) = TI'A(
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On définit I opérateur vertex [Mi p.199] V, , par

Vi, » == exp (Z 2N A) i) 20y (A)) :

Comme 0y; = %DW, I'opérateur peut s’écrire

(7.11) Viet=> 27'S*A) - (=2)’Drsay -

L’involution A — —A, qui échange (—1)7AJ et S7, induit 'opérateur

(7.12) Vone= (—=2)7"A(A) - > 2/ Dgigsy -

On peut introduire des parametres dans ces opérateurs. Par exemple,
[Ji] utilise 'opérateur vertex obtenu en remplacant A par (1 —¢)A, ou ¢ est
une indéterminée supplémentaire:

Vii—t)a,» 1= €xp <Z z_i@bi(A(l — t))/z . szﬁwj (A(l_t))>
= eXp(Z 27" ! _z tzi/’i(A) ‘ sz . ; c DW(M)'

Cela lui permet d’obtenir une nouvelle présentation des polynémes de Hall-
Littlewood.

[Thi] utilise 'opérateur Vj 1 pour décrire le produit intérieur (correspon-
dant au produit des caracteres du groupe symétrique) dans Sym(A). Les
récurrences sur le Pléthysme des fonctions symétriques font appel, quant a
elles, a Vi », ¢f [C&T].

Une propriété essentielle de cet opérateur est le lemme suivant [Thi,
lemme 3.2]:

LEMME (7.13). — Soient A un alphabet infini, n un entier, I € Z™. Alors

+o0
VA,z(SI(A)) = ZZ_kS[k(A) .

—00

Preuve. — Soit a; la premiére lettre de A. De I'identification S 27 ¥ Sk (A) =
WA((l—al/z)_l),ont_ireVAyz(SI(A)) = 7rA((l—al/z)_.l)-Z(—z)jSI/_lj (A) =
Sk 2 ma (30 (=1)7 8115 (A) a¥H7) = 37 278 3(=1)7 81415 (A) S¥H (A) =
Y (=2)*Sre(A) [
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8.0pérateurd’Hirota.— Ceparagraphereprend untravail en commun
avec De Concini, esquissé dans [DeC &L]. Le calcul reposait essentiellement
sur des manipulations de déterminants que nous avons remplacées ici par
I’'usage plus éclairant, quoique strictement équivalent, des opérateurs de
symétrisation et des opérateurs vertex.

La structure intime des relations entre bosons et fermions repose, au dire
des spécialistes [Ka , Ka&R, Mi| sur les propriétés des opérateurs vertex,
et plus précisément, sur la description du noyau de I'opérateur d’Hirota H
: soient deux alphabets A,B infinis, ¢ une indéterminée. Alors

(8.1) H(f(8) ® f(B)) == Vorc(f(8) @ Vac(f(B))], -

ou

o désigne le coefficient de (.

Un changement formel d’alphabet [K&R p.72; Mi p.249] donne pour
le noyau de H le systeme d’équations suivant, avec Y un alphabet
supplémentaire quelconque :

(8.2) ijo S7(=2Y)Dginr vy fF(A+Y) fF(A-Y) =0,
ou bien encore, en utilisant la formule de Taylor,

(8.3)
ijo Sj(_2Y)DSj+1(IB§) exp (2@1 %¢k(Y)D¢k(B) f(A+B) f(A—B) ‘IB%:O —0.

La spécialisation d’une fonction symétrique g(B) en B = 0 est égale au
produit scalaire (¢(B),1)p. L’équation (8.3) devient

(8.4) VY, (f(A+B)f(A—B), Y S/ (-2Y)S"*'(B)) S (BY)), =0;
Le membre de droite est I'image par g de la fonction

by SS9 (—-2Y)b, S SHBY) = b, > S¢ ((IB%—bl —bl)Y) .Combinant ’identité

e (S (B — b1)bY) = Sui(B), la formule de Cauchy Macd] Y S*((B —

01)Y) =Y Su(B—b1)Su(Y), et enfin le développement Sy (B—by —by) =

> S;(B—by )b'lH_‘”, somme sur tous les vecteurs J tels que H — J € {0,1}*
, on reécrit (8.4) en

85 (FA+BFA-B), > (DTS, ()

Pour simplifier les notations, on définit pour tout entier n, tout L dans
Z™ Vopérateur linéaire Ry, sur Gym(A) par

B .

Ri(f) = (f(A+B)f(A=B),S1(B)) = Ds, @ (f(A+B)f(A=B))|,_, -
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Le systeme d’équations (8.5) s’écrit maintenant
(8.6) Vn,YH € N" | f appartient au noyau de Z Ry iym—g -
J,H—Je{0,1}*

Les premiers opérateurs non nuls sont

pour H = 3, R31 — Roy = —2R99
pour H = 4, Ry1 — R3s = —Ra3
(8.7) pour H = 13, Ri31 — R32 — Ri22 + Rog = —2R122 + Ro3
pour H = 22, Ra21 — Ri22 + Ri13 = —Ri22 + Ri13
pour H =5, R51 — Ry2 = —Ro4 + R3s3
IL faut tenir compte des regles de redressement: R..; ;... = —R..j1 i1...

qui proviennent des regles identiques satisfaites par les fonctions de Schur.
Les premieres équations non triviales sont donc

Ros(f) = 0; Ras(f) = 0; Ri2a2(f) = 0,Ra4(f) — Ras(f) = 0 &ec.

L’expression développée de l'opérateur Ry, H partition, s’obtient
sans difficulté a partir du treillis des partitions contenues dans H, car
Ds, (f9)=>"1.s (S1-S7,Su)Ds,(f) Ds,(g), somme sur toutes les paires
de partitions I,.J.

Ainsi,

(8.8)
R22(f) = DSzz(f) ) DSoo(g) - DS12(f) ) D501(g) + DS11(f) 'Dsoz(g)

Dsoz(f)'DSU(g)_DSm(f)'DS12(9)+D500(f)'D522(g) :

Lorsque f est une fonction de Schur Sy, la relation précédente s’écrit
257/2251 — 251/1251/01 + 2571/0251/11

qui est la plus simple relation de Pliicker concernant les mineurs de la
matrice [Sﬂ'—ih,jzo'

Plus généralement, pour tout I € N", pour tout £ : 1 < k < n, tout j,
notons I \ I, le vecteur obtenu en supprimant la k-ieme composante de T
et Ij le vecteur obtenu en ajoutant une composante égale a j. Notons aussi
[I,A] pour la fonction de Schur S;_,(A), avec I —p =11 I,—1...I,—n+1,
et Dy pour Diy .
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On définit 'opérateur de Pliicker Py sur 'anneau des polynomes Gym
par

Pnn(f) = Zk(_l)kD[I 7:1(F) D (f) -

On vient de voir que Pioyi23)(f) est égale & Dioyy(f)Dpag(f) —

Dio21(f)Dpisy(f) + Diog) (f) Doy (f) = 5 Rea(f)-
On vérifierait tout aussi aisément pour les opérateurs (8.7) que Ra3(f)

Di011D241(f) — Do) (f)Driag(f) + Dioay(f) Dpigy(f) — Dio12)(f) Drisay(f) +
Di0131(f) Dri241(f) — Dio141(f)Dro2s)(f) = Projpia)(f) + Protjiesa)(f) =
—R122(f); R24(f) — R33(f) = Projpi2s] — Projrisa) + Pro2)pi2sa] — Pro12)p12345)-

Identifier pour tout n, tout H € N la somme ZJ,H_JE{OJ}* Ry 1ym—7
a une somme de relations de Pliicker demanderait des développements
combinatoires trop loin des invariants.

Revenons plutot a opérateur H dont on étend la définition & Sym(A) ®

Sym(B) L Sym(A) ® Sym(B) :

H(f(8) ® g(B)) := Vouc(f(A) Vac(9B)], -

L’image du produit de deux fonctions de Schur Sp(—A) ® S;(B) est
d’apres le lemme (7.13)

H(Sp(—A) ® S;(B) = ¢"Spa(-A) @Y ¢ Ssn(B)|

8.9
(8.9) — Z Stn(—A) ® Sr(B) .
htk=—1

Revenant aux fonctions de Schur de A au lieu de —A, ce qui correspond
a la conjugaison des partitions [Macd], et utilisant la notation [I,A] pour la
fonction de Schur S7_,(A), on trouve finalement :

ProprosiTION 8.10. — Soient A, B deuz alphabets infinis, n un entier,
1,J € N". Alors,

H(IA @ [JB]) =Y (=1)" "I\ I,,A] - [I,.],B|

En particulier, pour I = J, H([J,A] ® [J,IB%]) est identiquement nulle.

Par exemple H([1245,A] X [01912,B]) = H(Sllgg(A) X 50079(B) =
Y ohibe—152an(—A) ® S7oi(B) = Soy 2(—A) ® S791(B) + Saa 1(—A) ®
S790(B) + S241(—A) ® S79 2(B) = Si3(—A) ® S36s(B) + S113(—A) ®
S268(B) — S223(—A) ® Soes(B) = S112(A) @ S36s(B) — S113(A) ® Sa6s(B) +
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S133(A) @ Spes(B) =
[124,A][015912,B] — [125,A][014912,B] + [145,A][012912,B].

L’équation d’Hirota H ([J,A] ® [J,B]) = 0 est équivalente & un systéme
de relations quadratiques qui ne sont pas les relations de Pliicker sous leur
forme usuelle. Un exemple 'illustrera.

D’apréslaproposition précédente, H ([246,A]®[ijh,B]) = [24,A][6ijh,B]—
[26,A][4ijh,B] + [46,A][2ijh,B] n’est autre que le développement du déter-
minant

S2(A)  Sa(A)  Ss(A) 0 0 0
Si(A)  S3(A)  Ss5(A) 0 0 0
S2(B)  Sa(B) Se(B) Si(B)  S;(B)  Su(B)
S1(B) S3(B) Ss(B) Si—1(B) S;-1(B) Sh-1(B)
So(B) S2(B)  Si(B) Si—2(B) Sj—2(B) Sp—2(B)
0 Si(B) S3(B) Sis(B) Sj—s(B) Su—s3(B)

suivant ses deux premieres lignes. La relation de Pliicker exprimant la
nullité du déterminant lorsque {2,4,6} = {7,j,h} correspond par contre au
développement du déterminant suivant ses trois premieres colonnes. Il faut
donc faire intervenir la symétrie ligne /colonnes d’un déterminant pour relier
I’équation 8.10 aux relations de Pliicker.

Laproposition 8.10 exprime I'image par ’opérateur d’Hirota dun produit
de fonctions de Schur S;- Sy, I,J € Z™, comme une somme de produits de
mineurs d’ordre n — 1 et n + 1. Pour n’impliquer que des mineurs du méme
ordre, on définit, suivant une idéee de De Concini, le compagnon suivant

de Popérateur d’Hirota, Sym(A) @ Sym(B) N Sym(A) ® Gym(B):

G(f(A) ®g(B) := Vi (f(A) Vor(9(B))],-.

ol v une indéterminée supplémentaire.
L’opérateur G est injectif, contrairement a H. En effet le composé de G
avec la bijection f(A) ® g(B) — f(A 4+ v) ® g(B — v) est 'opérateur

p—1

f(A) ®@g(B) —(1+ %(A —-B) + %52(1& +B)+--) f(A)g(B) |
= Af(A) ® g(B) — f(A) ® By(B) .
Le noyau de H coincide donc avec celui de G(H()).

L’action de GG sur la base des fonctions de Schur s’explicite de la méme
maniere que celle de H et nous ne répeterons pas la preuve.
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LEMME 8.11. — Soient A, B deux alphabets infinis, n un entier, I,J € N,
Alors,

G([I.A] ® [J,B]) =[11,A][0J + 02" B] — [01,A][1.J + 02", B]+
S (=) F (T + 2)TLA] - [T\ Ji B

L’action de G (H ()) n’implique que des mineurs du méme ordre, comme
le montre le théoréeme suivant (cf [DeC &L]), en notant Ejy, 'opérateur qui
échange Iy, et Jg.

THEOREME 8.12. — Soient A, B deux alphabets infinis, n un entier,
I1.J € N*. Alors,

G(ATM@lIB))=(nt 3 (~)"**7Ey) (AT B)

1<h,k<n

Preuve. — On a a composer les expressions explicites de H et G, en
prenant garde de ne considérer que des vecteurs appartenant au meéme
espace N**1 ou N**+2_ Décomposons G en deux opérateurs G = G; + Go,
avec G1([I,A][J,B]) := > (=1)"*=[(J + 2)I,A] - [] \ J;.,B].
Comme H ([I,A]® [J,B]) = > (—=1)"""[011 \ I;, + 002”1 A] - [I;, J,B], le
composé Go(H ([I,A][J,B])) est nul puisque [101...,A] =0 = [001...,A].
D’un autre c6té, G1(H([I,A][.J,B])) décompose en la somme de

Zh(—nn—h[([h +2)017T\ I, + 00021 A] - [],B]
et de

Zh k(—1)"—h—k[(Jk +2)011\ I, + 0002”1 A] - [I,J \ Ji,B] .

Revenant & I'indexation dans N, on trouve bien 'expression requise []
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