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English Summary.|Given an alphabet A = fa;a

0

; : : :g ( which may be considered as the

set of roots of a polynomial P (x) = (x�a)(x�a

0

) � � �), Cayley intiated Invariant Theory

by asking which symmetric functions S(A ) are invariant under uniform translations

A ! A

+"

= fa+ ";a

0

+ "; : : :g. Such functions are called semi-invariants.

Writing

@

@

"

(S) = 0, one obtains that S is semi-invariant i� r

�1

(S) = 0, with

r

�1

= @

a

+ @

a

0 + � � �.

Any algebraic basis of symmetric functions will give an expression of the equation

@

@

"

(S) = 0 ; for example, the elementary symmetric functions �

i

are such that

@

@

"

�

�

i

(A

+"

)

�

= (n � i)�

i�1

(A ), with n = card(A ). A function is therefore semi-

invariant i� it is in the kernel of n@

�

1

+ (n� 1)�

1

@

�

2

+ � � �

Introducing binomial coe�cients in the expression of P (x), or formally de�ning

another alphabet B by the relations �

i

(A ) =

�

N

i

�

�

i

(B), i = 0;1; : : : ;n, we obtain new

expressions of the operator r

�1

. In particular, r

�1

equals




�1;B

:= @

�

1

(B) + 2�

1

(B)@

�

2

(B)

+ � � � :

The cardinal of A has now disappeared, and this allows us to consider perpetuants, i.e.

elements of the kernel of 


�1;B

for B in�nite. This kernel was determined by MacMahon

: it is exactly the linear span of monomial functions 	

J

(B) for all partitions J with no

part equal to 1 (th 4.5).

Cayley computed many tables of semi-invariants. His method was to �nd operators

~ such that the commutator [~;r

�1

] vanishes. Such operators ~ therefore preserve

the kernel of r

�1

, and will generate, from the given invariants, a space of invariants

of hopefully higher dimension. The method followed here is to consider products of

elementary symmetric functions as monomial functions in another alphabet { this

furnishes some generalizations of Cayley's operators (th 2.4 ).

Schur functions are the fundamental linear basis of symmetric polynomials. Since

the image of the Vandermonde : �(A ) = (a� a

0

) � � � by r

�1

is null, one easily obtains

by computing r

�1

�

�S

I

(A )

�

that r

�1

(S

I

) is a sum

P

(?)S

J

, with integral coe�cients

(?), summed on all partitions such that I � J = 0 � � � 010 � � � 0. Introducing coe�cients

in the Jacobi-Trudi determinantal expression of Schur functions (normalization 3.2)

forces the coe�cients (?) to become all equal to 1.

The operators r

k

=

P

a2A

a

k+1

@

a

satisfy the fundamental commutation relations

[r

k

;r

l

] = (l � k)r

k+l

. It is easy to compute the image of �S

I

(A ) under the r

k

.

However, the Vandermonde is no longer a scalar for r

k

. To compensate, one deforms

the r

k

into operators L

k

so that

[L

k

;L

l

] = (l � k)L

k+l

+ c@

k;�l

and

L

k

�

S

I

(A )

�

=

X

(?)S

J

(A ) ;

sum on all vectors J such that I � J = 0 � � � 0k0 � � � 0, with integral coe�cients (?).

Remarking that the cardinal of A can be treated as a free parameter �, one can now

let A become in�nite to get the usual Virasoro operators. With this explicit description,

(*) 2 L:I:T:P: � I:B:P: � C:N:R:S: � FRANCE
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it is immediate, for example, that all Schur functions indexed by a rectangular partition

(m� �)

m

, m = 1;2; : : : are in the kernel of the Virasoro operators (Lemma 3.10).

Beginning with the work of Hammond and MacMahon, di�erential calculus on

symmetric functions has been replaced by linear algebra with the usual scalar product

on the space of symmetric functions : the derivatives with respect to power sums are

adjoint to multiplication by power sums, up to a scalar. One can now take the adjoint

operators of all the di�erential operators introduced in the study of semi-invariants.

For example, exp

�

P

z

k

@

 

k

�

is just the adjoint of the multiplication by the sum of

complete functions

P

z

n

S

n

.

One may take several alphabets A ;X : : : at the same time and de�ne covariants as

functions symmetrical separately inA ,X,&c.and invariantsunder anyuniformtranslation

A ! A

+"

, X! X

+"

; : : :. The usual case is for a �nite A and X reduced to an element x.

The simplest non-constant covariant is of course

Q

a2A

(x�a) =

Q

�

(x+ ")� (a+ ")

�

.

The most classical one is the Hessian; we more generally show that Schur functions

indexed by rectangular partitions are covariants (prop 5.2). Another covariant that we

use in the sequel is the discriminant (prop 5.3).

Covariants in A ;X give rise to interesting di�erential operators when identifying

the monomials in X to products of derivatives with respect to elementary symmetric

functions in A .

For example, from the discriminant, one obtains an operator due to Bacry, which

generalizes the Laplacian and has Schur functions as eigenfunctions (th 6.10).

Taking any a in A , the partial derivative of a symmetric function S(A ) with respect

to a is a function that one can symmetrize again to get on operator on the space of

symmetric functions. The operators encountered in the study of invariants are of this

type (Lemma 7.2).

Symmetrization involves the "Jacobi-Trudi" operator �

A

which sends monomials to

Schur functions. More generally, one can also get with the help of �

A

the Schur functions

of A + z or A � z, with z an extra indeterminate, as well as the vertex operators

V

A ;z

:=

X

z

�h

S

h

X

(�z)

j

D

�

j

and

V

�A ;z

:=

X

(�z)

�h

�

h

X

z

j

D

S

j

:

The method of replacing a function by a monomial, as allowed by the use of �

A

,

has been used with great success by formal algebraists of 19

i�eme

, not always rigorously

however.

Vertex operators are a fundamental tool of Concrete Physics. Let us just mention

Hirota's operators on the space of symmetric functions in A :

H

k

(f) := coe�cient of �

k

in the product

�

V

�A ;�

(f(A )

��

V

A ;�

(f(A )

�

:

Kadomtsev-Petviashvili equation isH

1

(f) = 0. It was obtained by Sato, Date, Jimbo,

Kashiwara, Miwa that Schur functions are the solutions of this last equation. Indeed,

from V

A ;�

�

S

I

(A )

�

=

P

�

k

S

Ik

(A ), one instantly gets

H

1

�

S

I

(A )

�

=

X

h+k=�1

S

I~h

(�A ) S

Ik

(A ) :

This gives the required kernel of H

1

, as well as the link with quadratic relations

between minors (Pl�ucker Relations).
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1. Introduction. |

Soit B un alphabet de cardinal n. Les fonctions sym�etriques �el�ementaires

de B , �

i

(B ), i 2 Z, sont les coe�cients du polynôme

Q

b2B

(x+ b) (et donc,

�

i

(B ) = 0 si i =2 f0; : : : ;ng). A l'alphabet B , on associe aussi le polynôme

P (x) = x

n

+

�

n

1

�

x

n�1

�

1

(B ) +

�

n

2

�

x

n�2

�

2

(B ) + � � �.

On aura besoin des fonctions sym�etriques suivantes :

� les produits de fonctions �el�ementaires �

I

(B ) = �

I

1

(B ) � � ��

I

n

(B ),

pour I = (I

1

; : : : ;I

n

) 2 Z

n

;

� les fonctions compl�etesS

j

(B ) d�e�nies par la s�erie g�en�eratrice

Q

b2B

(1�

zb)

�1

=

P

+1

�1

z

j

S

j

(B ); S

j

= 0 pour j < 0 ;

� les fonctions de Schur S

J=I

(B ), J;I 2 Z

n

d�e�nies comme des

d�eterminants en les fonctions compl�etes :

S

J=I

(B ) = det

�

�

S

J

k

�I

h

+k�h

(B ) j

h;k

;

on �ecrit S

J

lorsque I = 0 � � �0;

� les fonctions monomiales :  

J

(B ), J 2 N

n

, est la somme de tous les

monômes di��erents de degr�e J ;

� les fonctions monomiales augment�ees: Pour J 2 N

n

, �

J

(B ) =

1

n!

P

�

(e

J

)

�

, somme sur tout le groupe sym�etrique S(n) des images du

monôme de degr�e J , not�e e

J

. La fonction  

J

(B ) est le produit de �

J

(B )

par le coe�cient multinomial

�

n

m

0

;m

1

;:::

�

, o�u m

0

;m

1

; : : : sont les nombres

respectifs de coordonn�ees de J �egales �a 0;1; : : :

� les fonctions somme de puissances  

i

=  

0���0i

et leurs produits

 

i���j

=  

i

� � � 

j

.

D�e�nition : Une fonction sym�etrique de B est semi-invariante si en

tant que fonction des coe�cients de P (x) elle est invariante vis-�a-vis de

la translation : P (x) �! P

"

(x) = P (x + "). Une fonction sym�etrique est

non-unitaire ssi elle est annul�ee par l'op�erateur @

 

1

(B)

.

Consid�erant le coe�cient de "

1

dans P (x+ "), on obtient

LEMME (1.1). |Une fonction est semi-invariante ssi elle est annul�ee par

l'op�erateur 


�1

:= @

�

1

+ 2�

1

@

�

2

+ 3�

2

@

�

3

+ � � �

On aura plus g�en�eralement �a utiliser les op�erateurs suivants :

� les op�erateurs r

k

=

P

b

k+1

@

b

, k 2 Z ,

� les op�erateurs 


�r

= @

�

r

+ 2�

1

@

�

r+1
+ 3�

2

@

�

r+2
+ � � � , r � 1 ,
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� les op�erateurs �

r

= �

r

@

�

0

+ �

r+1

@

�

1

+ �

r+2

@

�

2

+ � � �, r 2 Z .

Nous verrons plus loin quel sens pr�ecis donner �a l'op�erateur @

�

0

.

Pour k � 1, les identit�es r

k

(�

j

) =  

1

j�1

k+1

impliquent que

(1:2) r

k

=

X

 

1

j�1

k+1

@

�

j
:

LEMME (1.3). | [r

k

;r

l

] = (l� k)r

k+l

Remarque: r

0

est le degr�e (en B ) et r

�1

=

P

@

b

=

P

(n� i+ 1)�

i�1

@

�

i
.

Nous consid�ererons di��erents alphabets A ; : : : ;E et les op�erateurs corre-

spondants 


r;A

;�

r;A

;r

k;A

&c.

Le \changement d'alphabet" B �! A : �

i

(A ) =

�

n

i

�

�

i

(B ) induit la

relation

(1:4)

r

�1;A

=

X

@

a

= @

�

1

(B)

+ 2�

1

(B )@

�

2

(B)

+ 3�

2

(B )@

�

3

(B)

+ � � �

= (n+ 1)D

 

1

(B)

�

X

@

b

COROLLAIRE (1.5). | Une fonction des coe�cients d'un polynôme

P (x) = x

n

+

�

n

1

�

x

n�1

�

1

(B ) + � � � = x

n

+ x

n�1

�

1

(A ) + � � � est semi-

invariante ssi elle est annul�ee par r

�1;A

= 


�1;B

.

Plus g�en�eralement, on dira qu'une fonction sym�etrique S(A ) est semi-

invariante en A ssi elle est invariante sous les translations uniformes

A ! A

+"

= f(a+ ")g

a2A

.

Le changement d'alphabet, introduisant des factorielles plutôt que des

binomiaux, A �! C : �

i

(C ) = i!�

i

(A ) a pour e�et que

@

 

1

(A)

= @

�

1

(C)

+ 2�

1

(C )@

�

2

(C)

+ 3�

2

(C )@

�

3

(C)

+ � � � = 


�1;C

;

d'o�u l'identit�e des noyaux de @

 

1

(A)

et 


�1;C

.

On trouvera dans [K&Ro] d'autres m�ethodes alg�ebriques pour d�ecrire

les invariants des formes binaires ; le point de vue th�eorie des groupes est

d�evelopp�e par [Ho].

2. Les op�erateurs de Cayley. | Dans de nombreux articles, Cayley

(voir l'index de ses oeuvres compl�etes) se propose de produire des op�erateurs

di��erentiels qui pr�eservent l'espace des semi-invariants, et donc permettent

d'engendrer un espace de semi-invariants �a partir d'un semi-invariant calcul�e

directement d'apr�es la d�e�nition 1.1.



5

TH

�

EOR

�

EME 2.1 (CAYLEY). | Soit C un alphabet in�ni. Les op�erateurs

suivants, agissant sur le sous- espace des polynômes homog�enes de degr�e! en

C , et homog�enesdedegr�ek en les�

0

(C );�

1

(C ); : : :,pr�eservent l'appartenance

au noyau de 


�1;B

:

(i)

�

�

1

@

�

0

+�

2

@

�

1

+�

3

@

�

2

+� � �

�

2

�k

�

�

2

@

�

0

+�

3

@

�

1

+�

4

@

�

2

+� � �

�

(ii)

�

�

1

@

�

0

+�

2

@

�

1

+�

3

@

�

2

+� � �

��

�

2

@

�

1

+2�

3

@

�

2

+3�

4

@

�

3

+� � �

�

�

!

�

�

2

@

�

0

+ �

3

@

�

1

+ �

4

@

�

2

+ � � �

�

�

1

3

k

�

�

3

@

�

1

+ 2�

4

@

�

2

+ 3�

5

@

�

3

+ � � �

�

(iii)

�

�

2

@

�

1

+ 2�

3

@

�

2

+ 3�

4

@

�

3

+ � � �

�

2

�

1

3

(4! + 2)

�

�

3

@

�

1

+ 2�

4

@

�

2

+ � � �

�

Cayley [Ca 1] a donn�e une extension de la propri�et�e (i), mais ses

occupations professionnelles ne lui en ont pas laiss�e le temps pour les

propri�et�es (ii) et (iii). Pour d�emontrer et �etendre son th�eor�eme nous

introduirons un espace isomorphe �a l'espace des semi-invariants homog�enes

de degr�e k en les �

0

(C ); : : : ;�

n

(C ).

SoitM

k

le sous-espace vectoriel de Sym(C ) de base les �

J

(C ) ; J 2 N

k

.

Soit de plus D un alphabet de cardinal k, Sym(D ) l'espace vectoriel des

polynômes sym�etriques en D . Alors le morphismeM

k

�

�! Sym(D ):

(2:2) J 2 N

k

; �

J

(C ) �! �

J

(D ) =

1

k!

X

�2S(k)

(e

J

(D ))

�

est un isomorphisme. Comme les op�erateurs dont nous avons besoin sont

d�e�nispar leur action sur labase�

J

, il est facile ded�ecrire leur transfertpar�.

En particulier, l'image par � de l'op�erateur �

r;C

; r � 0 est la multiplication

par  

r

(D ) = k�

r

(D ) ; l'image de la partie du deuxi�eme ordre du produit

d'op�erateurs�

r;C

�

p;C

est lamultiplication par k(k�1)�

r;p

(D ),&c. L'image

de l'op�erateur 


r�1;C

, r � 0, est l'op�erateur

P

d2D

d

r

@

d

= r

r�1;D

.

Un cinqui�eme alphabet de cardinal k, disons E , permet de simpli�er les

calculsdeCayley.D�e�nissons lepar les sommesdepuissancecorrespondantes

:

(2.3)  

1

(E ) =

1

k

S

1

(D ) ;  

2

(E ) =

1

k(k+1)

S

2

(D ) �

1

k(k�1)

S

1 1

(D ) ; : : : ;

 

r

(E ) =

P

(�1)

i

S

1

i

r�i

(D )=(k � i) � � �k � � � (k + r � 1), : : :, 1 � r � k.

Les fonctions sym�etriques de E appartiennent donc �a l'espace Sym(D ).

On d�e�nit une nouvelle famille d'op�erateurs �

2

;�

3

; : : : comme suit, notant

r

r

pour r

r;D

et �

j

pour jr

0

+

�

j

2

�

:

�

2

= �r

2

1

(�

2

� �

1

) +

�

r

1

r

1

�

2

�

2

3

r

2

�

2

�

1

�

�

3

= �r

3

1

(�

3

� �

2

) +

�

r

1

r

2

1

�

3

�

2

3

r

2

r

1

�

3

�

2

+

2�2

3�4

r

3

�

3

�

2

�

1

�
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

r

= �r

r

1

(�

r

� �

r�1

) +

�

r

1

r

r�1

1

�

r

�

2

3

r

2

r

r�2

1

�

r

�

r�1

+

2

r�1

3���r+1

r

r

r

0

1

�

r

� � � �

1

�

Moyennant les relations 2.2 et 2.3 les espacesSym(D ) etSym(E ) peuvent

être consid�er�es comme des sous-espaces de Sym(C ) et l'on peut donner la

g�en�eralisation suivante du th�eor�eme de Cayley:

TH

�

EOR

�

EME 2.4. | Soient trois alphabets C ;D ;E li�es par les relations 2.2

et 2.3. Alors le sous-espace dans Sym(D ) des fonctions annul�ees par 


�1;C

est pr�eserv�e par :

(i) La multiplication par les fonctions sym�etriques non unitaires de

E .

(ii) les op�erateurs }

r

=  

r

(D )r

0

�

1

2

�

r

1

�

 

r�1

(D )r

1

+

1

3

�

r

2

�

 

r�2

(D )r

2

+ � � � �

1

r+2

�

r

r

�

 

0

(D )r

r+1

, r � 0.

(iii) les op�erateurs �

r

, r � 2.

D�emonstration (i). | L'image d'une fonction de Schur en D par

l'op�erateur 


�1;C

=

P

@

d

s'�ecrit �a vue (formule 3.1) et l'on v�eri�e ainsi que

pour tout 2 � r � k,

P

@

d

( 

r

(E )) = 0. SiP est une fonction semi-invariante

en C ( de mani�ere �equivalente, P est annul�ee par

P

@

d

), alors le produit

de P par un nombre quelconque de  

r

(E ) ;k � r � 2 est encore annul�e par

P

@

d

(ii). | Le commutateur [

P

@

d

;}

r

] est �egal �a  

r

P

@

d

+ r 

r�1

P

d@

d

�

r 

r�1

P

d@

d

� r(r� 1) 

r�2

P

1

2

d

2

@

d

+

�

r

2

�

 

r�2

P

d

2

@

d

+ � � �, c'est-�a-dire

est nul

(iii) La nullit�e des commutateurs [

P

@

d

; �

r

] d�ecoule tout aussi inex-

orablement des identit�es 1.3 : [r

�1

;r

r

] = (r + 1)r

r�1

Exemple de (i). | Soit k = 3. La multiplication par 4 � 5! 

3

(E ) =

8S

3

(D )�20S

12

(D )+80S

111

(D ) = 2 

111

(D )�9 

12

(D )+9 

3

(D ) est l'image

de l'op�erateur 2�

1

�

1

�

1

� 9�

1

�

2

+ 9�

3

. L'action de cet op�erateur sur la

fonction semi-invariante P = �

003

� 3�

012

+ 2�

111

, en �ecrivant �

I

pour

�

I

(C ), se d�ecompose comme suit :

�

1

(P ) = �

004

� �

013

� 3�

022

+ 3�

112

;

�

1

�

1

(P ) = �

005

+ �

014

� 7�

023

+ 2�

113

+ 3�

122

;

�

1

�

1

�

1

(P ) = �

006

+ 3�

015

� 6�

024

� 7�

033

+ 3�

114

+ 3�

123

+ 3�

222

;

�

1

�

2

(P ) = �

006

� �

015

� 4�

024

� �

033

+ 3�

114

+ 5�

123

� 3�

222

;

�

3

(P ) = �

006

� 3�

015

� 3�

024

+ 2�

033

+ 6�

114

� 3�

123

:
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Finalement

(2�

1

�

1

�

1

� 9�

1

�

2

+ 9�

3

)(P ) = 2�

006

� 12�

015

� 3�

024

+ 13�

033

+33�

114

� 66�

123

+ 33�

222

:

On peut contrôler directement que cette fonction est annul�ee par

l'op�erateur @

�

1

(C)

+ 2�

1

(C )@

�

2

(C)

+ 3�

2

(C )@

�

3

(C)

+ � � �.

Exemple de (ii).|L'image par � de la fonctionP est�

003

(D )�3�

12

(D )+

2�

111

(D ) que l'op�erateur

1

3

}

3

envoie sur  

3

(D )

�

�

003

� 3�

012

+ 2�

111

�

�

 

2

(D )

�

3

2

�

004

�

3

2

�

022

� 3�

013

+ 3�

112

�

+  

1

(D )

�

�

005

� �

023

� 2�

014

+

2�

113

�

�  

0

(D )

�

1

4

�

006

�

1

4

�

024

�

1

2

�

015

+ �

114

�

= �

1

4

�

006

+

3

2

�

015

�

21

4

�

024

+ 4�

033

+

3

2

�

114

� 3�

123

+

3

2

�

222

.

L'image inverse par � de cette derni�ere est la fonction semi- invariante

�

1

4

�

006

(C ) +

3

2

�

015

(C )�

21

4

�

024

(C ) + 4�

033

(C ) +

3

2

�

114

(C ) � 3�

123

(C ) +

3

2

�

222

(C ).

Exemple de (iii). | L'image de P par �

3

=

�

r

1

r

1

r

1

�

2

3

r

2

r

1

�

3

+

1

3

r

3

�

3

�

1

�

�

2

se pr�esente comme suit :

r

1

(P ) = 3�

004

� 6�

013

� 3�

022

+ 6�

112

;

r

1

r

1

(P ) = 12�

005

� 18�

014

� 18�

023

+ 12�

122

+ 12�

113

;

r

1

r

1

r

1

(P ) = 60�

006

�72�

015

�72�

024

�36�

033

+36�

114

+60�

123

+12�

222

;

r

2

r

1

(P ) = 12�

006

� 18�

015

� 12�

024

� 6�

033

+ 12�

114

+ 12�

123

;

r

3

(P ) = 3�

006

� 6�

015

� 3�

024

+ 6�

114

:

Finalement, �

3

(P ) = 7� 12

�

� �

024

+�

033

+�

114

� 2�

123

+ �

222

�

est

bien l'image par � d'un semi-invariant, �a savoir

7� 12

�

� �

024

(C ) + �

033

(C ) + �

114

(C ) � 2�

123

(C ) + �

222

(C )

�

:

Le th�eor�eme de Cayley est bien un cas particulier du th�eor�eme pr�ec�edent:

� le premier op�erateur consid�er�e par Cayley n'est autre que

�

1;C

�

1;C

� k�

2;C

dont l'image par � est l'op�erateur de multiplication par

 

1

(D ) 

1

(D ) � k 

2

(D ) = �(k � 1)k(k + 1) 

2

(E ) ;

� le deuxi�eme est l'op�erateur }

2

;

� Onconstate�nalementque�

2

= �r

1

r

1

(�

2

��

1

)+r

1

r

1

�

2

�

2

3

r

2

�

2

�

1

est le produit du troisi�eme op�erateur de Cayley r

1

r

1

�

2

3

r

2

�

2

par �

1

.
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3 . Normalisation des fonctions de Schur et alg�ebre de Virasoro.

| Une sixi�eme m�ethode est plus appropri�ee au calcul des semi-invariants

dans la base des fonctions de Schur. On part tout d'abord de l'expression,

due �aCauchy et Jacobi, d'une fonction de Schur en les lettres ad'un alphabet

A de cardinal n comme un quotient de deux d�eterminants en les puissances

des a (cf [Macd, I.3.1]).

Pour tout I 2 N

n

; S

I

(A ) =

detj a

I

1

a

I

2

+1

� � �a

I

n

+n�1

j

a2A

detj a

0

a

1

� � �a

n�1

j

a2A

:

Le d�enominateur, que nous noterons �(A ), est le Vandermonde �egal

au produit des di��erences des lettres de A . L'image du num�erateur

detj a

I

1

a

I

2

+1

� � �a

I

n

+n�1

j par l'op�erateur

P

@

a

est la somme

I

1

j a

I

1

�1

a

I

2

+1

� � �a

I

n

+n�1

j+ (I

2

+ 1)j a

I

1

a

I

2

a

I

3

+2

� � �a

I

n

+n�1

j+ � � � ;

en particulier,

P

@

a

�

�(A )

�

= 0. La formule de Leibniz nous indique donc

que

X

@

a

�

S

I

(A )

�

=(3:1)

I

1

S

I�100���

(A ) + (I

2

+1)S

I�010���

(A ) + � � �+ (I

n

+n�1)S

I����001

(A ) :

Pour simpli�er cette action, on est conduit �a d�e�nir l'op�erateur lin�eaire

de normalisation # sur la base des fonctions de Schur par

(3:2) #

�

S

I

(A )

�

=

detj a

I

1

=I

1

! � � �a

I

n

+n�1

=(I

n

+ n� 1)! j

detj a

0

=0! � � �a

n�1

=(n� 1)! j

:

Apr�es simpli�cation, on a en fait, dans le cas d'une partition I

(3:3) #

�

S

I

(A )

�

= S

I

(A ) =

Y

2 diagr(I)

(n+ c )

o�u les c sont les distances (avec signe) �a la diagonale des bô�tes du

diagramme de I ([Macd, I-1] dit content). Ainsi, pour I = 1344, on a

�3

�2 �1 0

�1 0 1 2

0 1 2 3

Contents

n�3

n�2 n�1 0

n�1 n n+1 n+2

n n+1 n+2 n+3

Coe�cients
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Les coe�cients dans l'action de

P

@

a

ont maintenant disparu:

P

@

a

�

#S

I

(A )

�

= #

�

�S

I

(A )

�

, c'est-�a-dire, on a le carr�e commutatif suivant:

SymA

�

�1

�����! SymA

#

?

?

?

?

y

#

?

?

?

?

y

SymA

r

�1

�����! SymA

puisque l'op�erateur �

�1

envoie la fonction de Schur S

I

sur la fonction

gauche S

I=1

= S

I�100���

+ S

I�010���

+ � � �+ S

I����001

(A ) (cf. [Macd]).

Pour un alphabet de cardinal in�ni, le noyau de �

�1

a pour base les

fonctions monomiales  

J

;1 =2 J (th. 4.5). Par image inverse, et en petit

degr�e (i.e. jJ j � card(A )), on obtient ainsi une base du noyau de r

�1

. Par

exemple, pour le cardinal 5, on a  

23

= S

23

�S

113

�S

122

+2S

1112

�2S

11111

,

et donc, en disposant planairement les coe�cients pour rappeler comment

ils se lisent sur le diagramme des partitions , la fonction

S

23

=

45

567

� S

113

=

3

4

567

� S

122

=

3

45

56

+ 2S

1112

=

2

3

4

56

� 2S

11111

=

1

.

.

.

5

appartient au noyau de r

�1

.

Les op�erateurs r

�k

pour k > 1 n'ont plus la propri�et�e d'annuler

le Vandermonde. En e�et,

1

�

r

�k

(�) =

P

i<j

1

a

i

�a

j

r

�k

(a

i

� a

j

) =

�

P

i<j

(a

1�k

i

� a

1�k

j

)=a

i

a

j

(a

�1

i

� a

�1

j

), et donc, en notant A

_

l'alphabet

fa

�1

g

a2A

, on a

(3:4) k � 1 )

1

�

r

�k

(�) = �

X

1�p�q;p+q=k

 

p q

(A

_

) :

MacMahon [McM 1] �etudie plus g�en�eralement les fonctions S

(r)

k

=

P

 

I

;`(I) = r;jIj = k.

La formule pr�ec�edente nous permet de calculer l'action des r

�k

sur

la base des fonctions de Schur �a partir de l'expression de r

�k

(S

I

� �).

Pour �eliminer les termes provenant de r

�k

(�), on est amen�e �a d�e�nir les

op�erateurs suivants (pour 0 < k < n=2 ):

(3:5)

L

k

= r

�k

+"

�

1

2

D

 

k=2

D

 

k=2

�  

k=2

(A

_

)D

 

k=2

�

+

X

1�<�q;p+q=k

�

D

 

p

D

 

q

�  

p

(A

_

)D

 

q

�  

q

(A

_

)D

 

p

�

;
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avec " = 1 ou 0 selon que k est pair ou non, et en �ecrivant D

 

q

pour q@

 

q

.

Un calcul facilit�e par l'usage des op�erateurs de sym�etrisation et que nous

reportons pour cette raison en (7.10) donne l'expression explicite suivante

de l'action des op�erateurs L

k

:

PROPOSITION (3.6). | Soient A un alphabet de cardinal n, I dans N

n

,

k un entier positif, tels que n > k + jIj. Alors L

k

�

S

I

(A )

�

= (I

1

+1�

k+1

2

)S

I�k0���0

(A )+(I

2

+2�

k+1

2

)S

I�0k0���0

(A )+� � �+(I

n

+n�

k+1

2

)S

I�0���0k

(A ) :

Par ailleurs, les expressions (3.5) donnent instantan�ement la d�ecompo-

sition des op�erateurs L

k

, 0 < k < card(A ), dans la base des D

 

i
:

L

k

=

"

2

D

 

k=2

D

 

k=2

+

X

1�p<q;p+q=k

D

 

p

D

 

q

+ 

0

D

 

k+ 

1

D

 

k+1+� � � 

n�k

D

 

n

:

Consid�erant  

0

comme un param�etre arbitraire :  

0

= �, on peut faire

tendre le cardinal de A vers l'in�ni, et poser, pour k > 0:

(3:7)

8

>

>

<

>

>

:

L

(�)

k

=

"

2

D

 

k=2

D

 

k=2

+

P

1�p<q;p+q=k

D

 

p

D

 

q

+

P

j�1

 

j

D

 

k+j

L

(�)

0

=

1

2

�

2

+

P

j�1

 

j

D

 

j

L

(�)

�k

=

"

2

 

k=2

 

k=2

+

P

1�p<q;p+q=k

 

p

 

q

+

P

j�1

 

k+j

D

 

j

Ces op�erateurs forment une repr�esentation de l'alg�ebre de Virasoro (cf

[Kac] et [K&R]). Nous les avons obtenus ici comme une d�eformation des

op�erateurs r

k

.

Il est imm�ediat sur l'expression (3.7) que ces op�erateurs v�eri�ent les

relations de commutation:

(3:8)

�

L

(�)

k

; L

(�)

h

�

= (k � h)L

(�)

k+h

+ �

k;�h

k

3

� k

12

;

avec �

k;�h

= 1 ou 0 selon que k = �h ou non, le seul ingr�edient demandant

calcul �etant le scalaire (k

3

� k)=12.

La proposition (3.6) reste valable, �a condition de distinguer n et �:

(3:9)

I 2 N

n

;k > 0 )L

k

�

S

I

(A )

�

= (I

n

+ ��

k + 1

2

)S

I�0���0k

(A )

+ (I

n�1

+��1�

k + 1

2

)S

I�0���0k0

(A )

+ � � �+ (I

1

+��n+1�

k + 1

2

)S

I�k0���0

(A )
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Les\vecteurssinguliers"pourcetterepr�esentationdel'alg�ebredeVirasoro

sont les fonctions sym�etriques S telles que L

(�)

k

(S) = 0 pour tout k > 0.

Tenantcomptedes relationsdecommutation(3.8), ond�eterminecesvecteurs

�a l'aide du lemme suivant (cf [K&R]) { nous pouvons apporter la pr�ecision

�a la remarque de ces auteurs \proof by a direct and lengthy computation"

que la longueur en cause est de trois lignes.

LEMME (3.10). | Soit � 2 Z. Alors pour tout entier n � 0, on a les

nullit�es

L

(�)

1

�

S

(n��)

n

�

= 0 &

�

L

(�)

2

+

1

2

D

 

1

D

 

1

��

S

(n��)

n

�

= 0

Preuve : Dans la somme 3.9 pour L

(�)

1

, il y a une seule fonction de Schur non nulle, S

�10���0

,

qui est a�ect�ee du coe�cient (n��)+��n. On a de même L

(�)

2

(S )=�

1

2

S

�20���0

+

1

2

S

�020���

,

termes qui s'�eliminent avec

1

2

D

 

1

D

 

1

(S ), sachant que S

�020���

=�S

�110���

MacMahon [McM5] donne une alg�ebre deLie d'op�erateurs �a 4 param�etres

g�en�eralisant les r

k

.

4 . Produit scalaire. | Les di��erentes sym�etries des matrices de

changementdebasede fonctions sym�etriquesd'unalphabet in�niA obtenues

par Cayley, Kostka &c. s'interpr�etent (cf [Macd I.4]) en munissant l'espace

des polynômes sym�etriquesSym(A ) d'un produit scalaire ( ; )

A

pour lequel

� les fonctions de Schur sont orthogonales,

� les fonctions monomiales  

I

sont adjointes des produits de fonctions

compl�etes,

� les produits de fonctions sommes de puissance  

I

sont orthogonales.

Bien plus, l'adjoint de la multiplication par toute fonction sym�etrique

S(A ),quenousnoteronsD

S(A )

,peuts'�ecrirecommeunop�erateurdi��erentiel.

En e�et, i@

 

i

(A)

est l'adjoint de la multiplication par  

i

(A ); c'est donc

D

 

i

(A)

(cf [Macd I.5, ex 3]). L'op�erateur adjoint d'une fonction sym�etrique

quelconqueS(A ) =

P

�

S ;  

I

�

A

 

I

(A ) =

�

 

I

;  

I

�

A

s'�ecrit donc par lin�earit�e

:

(4:1) D

S(A)

=

X

�

S ; 

I

�

A

D

 

I

(A)

=

�

 

I

;  

I

�

A

;

somme sur toutes les partitions I.

Les Op�erateurs de Hammond sont les op�erateurs adjoints de la multi-

plication par les fonctions �el�ementaires ou les fonctions compl�etes. Comme
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P

z

i

S

i

(A ) = exp

�

P

z

k

 

k

(A )=k

�

, on peut �a la suite de MacMahon [McM

2] �ecrire

(4:2)

X

z

i

D

S

i

(A)

= exp

�

X

k�1

z

k

D

 

k

(A)

�

:

Les op�erateurs di��erentiels utilis�es aux paragraphes pr�ec�edents se

r�e�ecrivent sans di�cult�es (cf [McM 3]):

(4:3)

�

�r

= @

�

r

+ �

1

@

�

r+1
+ �

2

@

�

r+2
+ � � � = (�1)

r�1

D

 

r

;r � 1 ;

(�1)

r�1

@

�

r

= D

 

r

+ S

1

D

 

r+1
+ S

2

D

 

r+2
+ � � � ;r � 1 ;




�r

= D

 

r

�

�

 

1

D

 

r+1
+  

2

D

 

r+2
+ � � � ; r � 1 ;

r

k

=  

k+1

D

 

1

+  

k+2

D

 

2

+  

k+3

D

 

3

+ � � � ; k 2 Z :

Pour k � 1, les identit�es 1.2 : r

k

(�

j

) =  

1

j�1

k+1

impliquent que

r

k

=

X

j�1

 

1

j�1

k+1

@

�

j
=

X

i�0;j�1

(�1)

j

 

1

j�1

k+1

S

i

D

 

i+j
;k � 1 :

Le calcul di��erentiel se trouve maintenant remplac�e par des multipli-

cations par les fonctions sym�etriques (pour lesquelles on dispose de tech-

niques combinatoires vari�ees, utilisant en particulier les tableaux de Young).

Il faut toutefois noter que dans le cas d'un alphabet �ni, l'expression ci-

dessusdes op�erateurs�

r

;


r

;r

r

n'estplusvraie, des termes compl�ementaires

s'introduisant.

L'action des op�erateurs de Hammond sur les fonctions monomiales

consiste en ce que Cayley [Cay 2] appelle d�ecapitation en hommage �a

la R�evolution fran�caise. Pour une partition J = 1

m

1

� � � i

m

i

� � � et un entier i

tel que m

i

� 1, notons J n i la partition J n i = 1

m

1

� � � i

m

i

�1

� � �. Le lemme

suivant �etait connu de Cayley et MacMahon.

LEMME (4.4). | Soit A un alphabet in�ni. Alors pour tout entier positif

i, toute partition J , D

S

i

�

 

J

�

=  

Jni

ou 0 selon que i est une part de J ou

non.

CommeS

1

=  

1

(etdoncD

S

1

= D

 

1

),utilisant lechangementd'alphabet

A ! C et l'identit�e D

S

1

(A)

= 


�1;C

, on tire du lemme pr�ec�edent la

caract�erisation suivante des fonctions semi-invariantes due �a [McM 3]. |

voir aussi la preuve de [Sy 1] :
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TH

�

EOR

�

EME 4.5 (McMAHON). | Soient A et C deux alphabets de cardinal

n, li�es par les relations �

i

C = i!�

i

A . Alors l'espace vectoriel des polynômes

annul�es par 


�1;C

a pour base les fonctions monomiales  

J

(A );J 63 1 dans

le cas o�u n est in�ni. Lorsque n est �ni, cet espace a pour g�en�erateurs les

polynômes en  

2

(A ); : : : ; 

n

(A ).

Les calculs impliquant le produit scalaire sur l'anneau des polynômes

sym�etriques sont facilit�es par ce que le capitaine MacMahon [McM 4]

a appel�e \Lois de R�eciprocit�e". On retrouve ces lois en consid�erant un

alphabet suppl�ementaire X de cardinal in�ni et en munissant l'espace

Sym(A ) 
Sym(X) du produit scalaire produit :

�

S(A )T (X) ; S

0

(A )T

0

(X)

�

A
X

=

�

S(A ) ; S

0

(A )

�

A

�

�

T (X) ; T

0

(X)

�

X

pour tout quadruple de fonctions sym�etriques S;S

0

;T ;T

0

. Choisissant deux

bases de Sym(A ) etSym(X), on d�e�nit pour ces bases D

S(A)T (X)

comme le

produit d'op�erateurs D

S(A)

D

T (X)

et l'on �etend par lin�earit�e la d�e�nition de

D

S

�a tout �el�ement S dans Sym(A ) 
Sym(X). Il est imm�ediat de v�eri�er

qu'est pr�eserv�ee la propri�et�e d'adjonction :

LEMME (4.6). | Soient A et X de cardinal in�ni. Alors pour tout S dans

Sym(A ) 
Sym(X), D

S

est adjoint de la multiplication par S.

Notons j

X=A

la sp�ecialisation de X en A et A + X l'alphabet union de A

et X.

PROPOSITION (4.7). | Pour tout triple de fonctions sym�etriques S;P ;Q,

on a

D

S(A)

�

P (A )Q(A )

�

= D

S(A+X)

�

P (A )Q(X)

�

�

�

X=A

D�emonstration. | Par lin�earit�e, il su�t de prouver la formule dans le cas

S =  

H

;P =  

I

;Q =  

J

, pour tout triple de partitions I;J;H. L'anneau

Sym(A ) 
Sym(X) �etant le produit tensoriel des anneaux en une ind�eter-

min�ee C [ 

i

(A )] et C [ 

j

(X)] et le produit scalaire �etant le produit direct de

sa restriction �a chacun de ces anneaux, il su�t en fait d'examiner le cas o�u

I = i

�

, J = i

�

, H = i




. Puisque  

i

(A + X) =  

i

(A ) +  

i

(X), on a

D

S(A+X)

�

 

I

(A ) 

J

(X)

�

=

�

D

 

i

(A)

+D

 

i

(X)

�




�

( 

i

(A ))

�

( 

i

(X))

�

�

. On con-

clut �a l'aide de

�

D

 

i

(A)

�




�

( 

i

(A ))

�

�

= i




� � � � (��i+1)

�

 

i

(A )

�

��


On trouvera dans [Thi] une interpr�etation de ces propri�et�es du produit

scalaire en terme d'alg�ebre de Hopf.

Remarque. | Dans le cas o�u S;P ;Q sont homog�enes et o�u d

o

(S) =

d

o

(P )+ d

o

(Q), la fonction D

S

(PQ) est une constante et l'on n'a pas besoin

de la sp�ecialisation X = A . Ce cas particulier est abondamment utilis�e par
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MacMahon [McM4] pour d�ecomposer des produits de fonctions sym�etriques

pardes fonctionsmonomiales, oud�ecrire les\syzygies"entre semi-invariants.

Plus g�en�eralement d'ailleurs, MacMahon �etend les propri�et�es des fonctions

sym�etriques �a l'anneau des polynômes dits de Laurent : les fonctions

monomiales sontmaintenant l'orbitesous legroupesym�etriqued'unmonôme

ayant des exposants dans Z et plus seulement dans N .

5. Covariants. | On peut g�en�eraliser la notion de semi-invariant en

consid�erant simultan�ement plusieurs alphabets.

D�e�nition.| Soient A etX deux alphabets. une fonction sym�etrique en A et

sym�etriqueenXestditecovariante si elleest invariantepourtoutetranslation

A ! A

+"

;X ! X

+"

. Nous devrions plus exactement dire semi-covariante,

n'ayant utilis�e que le groupe des translations.

On a la même caract�erisation di��erentielle qu'en 1.1 en consid�erant le

coe�cient de "

1

:

LEMME 5.1. | La fonction bisym�etrique f(A ;X) est covariante ssi elle

est annul�ee par l'op�erateur di��erentiel

P

a2A

@

a

�

P

x2X

@

x

.

Le cas le plus classique est celui o�u X est r�eduit �a un �el�ement: X = fxg.

Le candidat suivant est le r�esultant

Q

a2A ;x2X

(a� x) qui soustend toute la

th�eorie de l'�elimination au 19

i�eme

si�ecle. L'�etudedu r�esultant conduit, et nous

n'aborderons pas ce domaine, aux fonctions sym�etriques d'une di��erence

d'alphabets (au sens des �-anneaux), dites aussi supersym�etriques { cf[Pra].

Nous pr�ef�erons ici nous restreindre aux m�ethodes di��erentielles utilis�ees en

th�eorie de l'�elimination.

On peut bien entendu e�ectuer sur A et X s�epar�ement toutes les

transformations �etudi�ees ci-dessus, de sorte �a modi�er l'expresssion de

l'op�erateur dont les covariants sont le noyau.

Par exemple, un covariant bien connu, associ�e au polynôme P (x;y) =

Q

a2A

(x + ay) est le Hessien

�

�

�

�

@

x

@

x

P @

x

@

y

P

@

y

@

x

P @

y

@

y

P

�

�

�

�

, que l'on trouve sans

di�cult�e, en posant P (x;y) = �

n

(nx + B y) et en notant nx pour

l'alphabet de cardinal n dont tous les �el�ements sont �egaux �a x, être �egal �a

�n

2

(n�1)

2

y

�2

�

n�1 n�1

�

(n�2)x+ B y

�

.

Donnons une famille plus g�en�erale de covariants.

PROPOSITION5.2.|Soient trois entiers positifsk;r;p tels que r+p = k+1,

A un alphabet de cardinal n, B l'alphabet correspondant :�

i

A =

�

n

i

�

�

i

B pour

tout i, et en�n soit x une ind�etermin�ee. Alors S

r

k(px+ B ) est un covariant.

D�emonstration.|On r�eclame l'annulation par l'op�erateur

P

a2A

@

a

�@

x

=

(n + 1)@

 

1

(B)

�

P

b2B

@

b

� @

x

. Or pour d�eriver par rapport �a x une
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fonction de px = fx; : : : ;xg, on peut tout aussi bien consid�erer un alphabet

X = fx

1

; : : : ;x

p

g de cardinal p et remplacer @

x

par @

x

1

+ � � � + @

x

p

. En

d'autres termes, si f est une fonction sym�etrique en p variables, alors

@

x

f(x; : : : ;x) =

�

@

x

1

+ � � �@

x

p

�

f(x

1

; : : : ;x

p

)

�

�

x

i

=x

.

On a donc �a montrer l'annulation de S

r

k
(X + B ) par l'op�erateur (n +

1)@

 

1

(B)

�

P

b2B

@

b

�

P

x2X

@

x

.Utilisant l'alphabetY = B+X, etpro�tantde

ce que@

 

1

(B)

= @

 

1

(Y)

, on est en fait restreint �a calculer l'imagedeS

r

k
(Y) par

(n+1)@

 

1

(Y)

�

P

@

y

, qui est (n+1)S

r

k

=1

(Y)� (r+n+p�k)S

r�1 r���r

(Y).

L'hypoth�ese sur k;p;r implique la nullit�e, avant même la sp�ecialisation

x

1

= x = � � � = x

p

Nous examinerons un autre covariant, associ�e au discriminant.

PROPOSITION 5.3. | Soit B un alphabet de cardinal n, X = fx;yg

un alphabet de cardinal 2, P (x) le polynôme �

n

(nx + B ). Soit Q(x;y) =

n

x�y

�

P (x)P

0

(y)� P

0

(x)P (y)

�

� P

0

(x)P

0

(y). Alors Q est un covariant, i.e.

est annul�e par ~ := (n+ 1)@

 

1

(B)

�

P

@

x

�

P

@

y

.

D�emonstration. | Comme P

0

(x) = n�

n�1

�

(n�1)x+ B

�

, on trouve que

n

�2

Q(x;y) =

1

x�y

�

�

�

�

�

n

�

(n�1)x+ B

�

�

n

�

(n�1)y + B

�

�

n�1

�

(n�1)x+ B

�

�

n�1

�

(n�1)y + B

�

�

�

�

�

.

Remarquant que (x � y)

�1

commute avec @

x

+ @

y

, donc avec ~, on

veut donc montrer l'annulation de (x� y)n

�2

Q(x;y). Or la double nullit�e

~

�

�

n�1

�

(n�1)x+ B

�

�

= 0 = ~

�

�

n�1

�

(n�1)y+ B

�

�

est le cas particulier

k = n�1;r = 1;p = n�1delaproposition5.2.Enoutre,~

�

�

n

�

(n�1)x+B

�

�

=

�

(n+1)�n

�

�

n�1

�

(n�1)x+B

�

et donc l'imagedud�eterminant

�

�

�

�

�

n

�

n

�

n�1

�

n�1

�

�

�

�

par ~ est donc nulle

Dans la base des fonctions de Schur en x;y, le polynôme Q(x;y) s'�ecrit

(5:4)

Q(x;y) = n

2

X

0�i�j�n�1

�

n�1

i� 1

��

n�1

j

�

S

1

i

+1

j
(B )S

n�1�i n�1�j

(x+ y)

Remarque. | L'id�ee de consid�erer la r�esultante de deux polynômes ou le

discriminantd'unpolynôme (enunevariable) commeune formequadratique

sur l'espace vectoriel des polynômes en x et y �a coe�cients les fonctions

sym�etriques, est dûe �a Cayley. On retrouve la r�esultante ou le discriminant

usuel en prenant le d�eterminant de cette forme quadratique. Ainsi, pour

n = 3,

x�y

9

Q(x;y) =

�

�

�

�

�

3

�

2x+ B

�

�

3

�

2y + B

�

�

2

�

2x+ B

�

�

2

�

2y + B

�

�

�

�

�

=

�

�

32

(B ) + (2x�2y)�

22

(B ) +
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(x

2

�y

2

)�

12

(B ) + 4xy�

21

(B ) + (2x

2

y � 2xy

2

)�

11

(B ) + x

2

y

2

�

10

(B )

�

= 2�

22

(B ) + (x+ y)�

12

(B ) + xy�

11

(B ).

Le d�eterminant

�

�

�

�

2�

22

B �

12

B

�

12

B 2�

11

B

�

�

�

�

est �egal �a

�

�

�

�

2�

22

B � 2�

13

B �

12

B � �

3

B

�

12

B � �

3

B 2�

11

B � �

2

B

�

�

�

�

=

�

�

�

�

2

9

�

22

A �

2

3

�

13

A

1

9

�

12

A � �

3

A

1

9

�

12

A � �

3

A

2

9

�

11

A �

2

3

�

2

A

�

�

�

�

=

1

27

�

�

1122

A � 4�

222

A � 4�

1113

A + 18�

123

A � 27�

33

A

�

. C'est bien

l'expression du discriminant du polynôme

Q

a2A

(x + a) = �

3

(3x + B )

classiquement donn�ee par les bons livres d'alg�ebre [Bou, IV.6].

Par extension, nous dirons que la fonction Q(x;y) 2 Sym(A )[x;y] est le

discriminant du polynôme

Q

a2A

(x+ a)

6 . Op�erateurs di��erentiels associ�es aux covariants. |

L'id�eee fondamentale sous-tendant le \Calcul Symbolique" d�evelopp�e

principalement par l'�ecole allemande �a la �n du si�ecle dernier consiste �a

transformer les covariants en op�erateurs di��erentiels que l'on s'empresse de

faire agir sur les covariants.

Au lieu de \symboles" ou d'\ombres", nous consid�ererons deux ind�eter-

min�ees x;y, un alphabet B de cardinal n et emploierons un morphisme de

l'anneau SymB [x;y] des polynômes en x;y, �a coe�cients sym�etriques en B ,

dans le module des op�erateurs di��erentiels �a coe�cients dans SymB , Ce

morphisme, not�e �, est d�e�ni par

(6:1) �

�

X

Q

ij

x

n�i

y

n�j

�

=

X

Q

ij

@

�

i
@

�

j
=

X

Q

ij

@

�

ij
:

On a au paragraphe pr�ec�edent d�e�ni les covariants comme les �el�ements

de SymB [x;y] sym�etriques en x;y et annul�es par l'op�erateur 


�1

� @

x

� @

y

,

o�u 


�1

= 


�1;B

= (n+ 1)@

 

1

B

�

P

@

b

= @

�

1

B

+ 2�

1

B @

�

2

B

+ � � �.

Lacompatibilit�edumorphisme� avec


�1

peuts'exprimerpar lapropri�et�e

imm�ediate suivante :

LEMME (6.2). | Pour tout Q 2 Sym[x;y], le commutateur

�

�(Q) ;


�1

� @

x

�@

y

�

est �egal �a �

�

[Q ;


�1

� @

x

�@

y

]

�

.
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COROLLLAIRE (6.3).| SoitQ un covariant et f un polynôme dans C [x;y].

Alors

�

�(fQ) ;


�1

�

= �

�

(@

x

f + @

y

f)Q

�

:

Comme application de ces m�ethodes, nous donnerons en exemple le tr�es

int�eressant r�esultat de Bacry [Ba] que les fonctions de Schur sont fonctions

propres de l'op�erateur associ�e au discriminant.

Etant donn�e un alphabet A de cardinal n, on peut se proposer de

caract�eriser les op�erateurs di��erentiels du deuxi�eme ordre

~ =

X

i;j 6=0

Q

ij

@

�

ij
+

X

i 6=0

Q

i

@

�

i
;

o�u Q

ij

2 Sym(A ), qui ont les fonctions de Schur comme fonctions propres.

En d'autres termes, il existe une application � : Z

n

! C telle que pour tout

I dans Z

n

, notant � le vecteur (0;1; : : : ;n� 1), on a

(6:4) ~S

I��

(A ) = �(I)S

I��

(A ) :

Tenant compte de ce que S

I��

= �S

J��

si le vecteur J est obtenu par

permutation des composantes de I (ce qui correspond �a une permutation

des colonnes dans l'expression d�eterminantale de S

I��

), on a donc que �(I)

est une fonction sym�etrique des composantes I

1

; : : : ;I

n

de I.

Prenant deux ind�etermin�ees suppl�ementaires u;v et posant P (u) =

Q

a2A

(u + a) = �

n

(nu + B ), on trouve que pour tout S dans Sym(A ),

l'hypoth�ese que ~ est du deuxi�eme ordre implique

(6:5)

�

[~;P (u)];P (v)

�

S = S �

X

Q

ij

@

�

ij
P (u)P (v) :

Par ailleurs, le produit d'une fonction de Schur S

I��

, I 2 N

n

, par une

fonction �el�ementaire �

k

est d�ecrit par la formule de Pieri :

(6:6) �

k

� S

I��

=

X

"

S

I��+"

;

somme sur tous les vecteurs " 2 f0;1g

n

;j"j := "

1

+ � � �+ "

n

= k.

Utilisant la formule dePieri pour d�evelopper (6.5), on obtient la condition

n�ecessaire suivante pour que ~ v�eri�e (6.4) :

(6:7)

8";� 2 f0;1g

n

;le nombre �(I + "+ �)

��(I + ")� �(I + �) + �(I)ne d�epend pas de I 2 N

n
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Inversement, les coe�cients de l'op�erateur ~ sont d�etermin�es par les

valeurs �(I) pour I 2 f0;1; : : : ;n+1g

n

qui correspondent aux fonctions de

Schur appartenant �a l'espace vectoriel de base f�

i j

: i;j 2 Ng.

Plus pr�ecis�ement, utilisant que �

i

�

j

= S

1

i

+1

j
+ � � �S

1

i+j
, o�u 1

i

d�esigne

le vecteur 0; : : : ;0

| {z }

n�i

; 1; : : : ;1

| {z }

i

2 N

n

, on a, pour 1 � i � jn

(6.8) Q

ij

= �(�+ 1

i

+ 1

j

)S

1

i

+1

j
+ �(�+ 1

i�1

+ 1

j+1

)S

1

i�1

+1

j+1
+ � � �

+�(�+1

1

+1

i+j�1

)S

1

1

+1

i+j�1
�

�

�(�+1

i

)+�(�+1

j

)

�

�

ij

+�(�+1

i+j

)�

i+j

Q

i

= �(�+ 1

i

) �

i

En r�esum�e, la proposition suivante caract�erise les op�erateurs di��erentiels

du 2

i�eme

ordre ayant pour fonctions propres les fonctions de Schur:

PROPOSITION (6.9). | Soit n un entier, � une fonction sym�etrique de N

n

dans C v�eri�ant la condition (6.7). Alors l'op�erateur

~ =

X

i;j 6=0

Q

ij

@

�

ij
+

X

i 6=0

Q

i

@

�

i
;

o�u les Q

ij

, Q

i

sont donn�ees par 6.8, a pour fonctions propres les fonctions

de Schur S

I��

, I 2 N

n

et pour valeurs propres correspondantes les �(I).

L'�equation 6.7 indique que la fonction �(I), si elle est analytique, est

polynomiale de degr�e 2 au plus en chacune des composantes de I. La solution

quadratique la plus naturelle est

�(I) =

X

j<k

(I

j

� I

k

)

2

� c ;

o�u la constante c est choisie telle que �(�) = 0 (on pr�ef�ere en e�et que les

constantes soient fonctions propres pour la valeur propre 0).

TH

�

EOR

�

EME 6.10 (BACRY). | Soit n un entier, � la fonction : N

n

3 I !

�(I) =

P

j<k

(I

j

� I

k

)

2

� c, Q =

P

Q

ij

le discriminant tel que d�e�ni en

5.3, � le morphisme 6.1. Alors l'op�erateur

~ := n

2

�(xyQ) + (n+ 1)

X

k(n� k)�

k

@

�

k

a pour fonctions propres les fonctions de Schur et valeurs propres �, i.e. pour

tout I dans N

n

, on a

~ (S

I��

) = �(I)S

I��

Preuve. | D'apr�es la proposition 6.9, nous sommes limit�es �a montrer que

pour toute fonction de Schur S

1

i

+1

j
, 0 � i;j � n est fonction propre de ~,

de valeur propre �(�+1

i

+1

j

). Introduisant deux alphabets A ;B de cardinal
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n li�es par �

i

A =

�

n

i

�

�

i

B , et le polynôme P (u) = �

n

(nu + B ), on a que

P (u)P (v) est la fonction g�en�eratrice des fonctions de Schur S

1

i

+1

j
(A ) tout

autant que des fonctions de Schur S

1

i

+1

j
(B ).

De l'expression 5.4, on tire

1

2

n

�2

�(xyQ)P (u)P (v) =

X

0�i�j�n�1

�

n�1

i�1

��

n�1

j

�

S

1

i

+1

j
(B )S

n�j n�i

(u+v) :

Lecoe�cientdeS

n�j n�i

(u+v)dans~

�

P (u)P (v)

�

estdonc2n

2

�

n�1

i�1

��

n�1

j

�

S

1

i

+1

j
(B )+

(n+1)

�

(ni+nj�i

2

�j

2

)�

ij

(A )� (ni+nj� (i�1)

2

� (j+1)

2

)�

i�1 j+1

(A )

�

. Il

est bien �egal au coe�cient de S

n�j n�i

(u+ v) dans

P

0�i�j�n�1

�(�+1

i

+

1

j

)S

1

i

+1

j

(A )S

n�j n�i

(u+v), puisque S

1

i

+1

j

(A ) =

n!

i!(n+1�i!)

n!

j!(n�j!)

�

(n+1�

i)(j + 1)S

1

i

+1

j
(B ) + (n+ 1)(j + 1� i)�

i�1 j+1

(B )

�

Une preuve beaucoup plus d�etaill�ee se trouve dans [Bee] qui interpr�ete

l'op�erateur comme la partie radiale de l'op�erateur de Laplace-Beltrami sur

certains espaces sym�etriques.

Exemple. | Pour n = 2, l'op�erateur est

4�(xyQ) + 3�

1

(B )@

�

1

(B)

= S

2

(B )@

�

11

(B)

+ 3�

1

(B )@

�

1

(B)

:

Pour n=3, d'apr�es le calcul du paragraphe pr�ec�edent, on a

9�(xyQ)+4

�

2�

1

(B )@

�

1

(B)

+�

2

(B )@

�

2

(B)

�

= 2S

22

(B )@

�

22

(B)

+2S

12

(B )@

�

12

(B)

+

2S

2

(B )@

�

11

(B)

+8�

1

(B )@

�

1

(B)

+8�

2

(B )@

�

2

(B)

=

�

2�

22

(A )�6�

13

(A )

�

@

�

22

(A)

+

�

2�

12

(A )�18�

3

(A )

�

@

�

12

(A)

+

�

2�

11

(A )�6�

2

(A )

�

@

�

11

(A)

+8�

1

(A )@

�

1

(A)

+

8�

2

(A )@

�

2

(A)

.

Ainsi, ~(S

12

(A )) = 2�

12

(A ) � 18�

3

(A ) + 8(2�

12

(A ) = 18S

12

(A ) =

�

2

2

+ 4

2

+ (4� 2)

2

� (1

2

+ 2

2

+ (2� 1)

2

)

�

S

12

(A ) = �(0;2;4)S

12

(A ).

7. Sym�etrisations. | On peut facilement obtenir des d�erivations sur

l'anneau des polynômes sym�etriques en un alphabet A par sym�etrisation

de l'op�erateur de d�erivation @

a

, o�u a est un �el�ement quelconque de A .

Soit A un alphabet totalement ordonn�e de cardinal n, a sa premi�ere

lettre. Soit �

A

l'op�erateur sur l'anneau des polynômes de Laurent Z[A ;A

_

]

�a valeurs dans Sym(A ):

(7:1) pour tout I 2 N

n

, tout k 2 Z ;�

A

�

e

I;A

�(�

n

A )

k

�

:= S

I

(A ) �(�

n

A )

k

:

Des op�erateurs plus g�en�eraux sont d�ecrits par [L&S].
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Soit Q un �el�ement �xe quelconque de Z[A ;A

_

]. Alors l'op�erateur

Sym(A ;A

_

) 3 P ! �

A

�

Q � @

a

(P )

�

2 Sym(A ;A

_

)

est une d�erivation puisque �

A

admet les fonctions sym�etriques en A comme

scalaires.

Les op�erateurs de Cayley, Sylvester, MacMahon consid�er�es dans ce texte

sont de ce type.

Pour simpli�er les notations, nous utiliserons la structure de �-anneau

de l'anneau des polynômes �a coe�cients r�eels. Plus pr�ecis�ement, on d�e�nit

les op�erateurs \Sommes de Puissance" , k � 0 par les formules :

 

k

(�u+ �v + 
w + � � �) = �u

k

+ �v

k

+ 
w

k

+ � � �

pour �;�; : : : r�eels et u;v; : : :monômes. A l'aide de la d�ecomposition de toute

fonction sym�etrique S dans la base des produits de  

k

, on identi�e S �a un

op�erateur sur l'anneau des polynômes. Un alphabet A doit être identi��e �a

la somme de ses �el�ements: A = a+ a

0

+ � � �. La somme ou la di��erence de

deux alphabets correspond �a

 

k

(A � B ) =  

k

(A ) �  

k

(B ) :

LEMME (7.2). | Soit A un alphabet de cardinal n. Les op�erateurs @

�

k ,

n � k � 1, D

 

k
, n � k � 1, r

k

, n � k � �1, �

r

, �1 � r, 


r

, �1 � r sont

du type �

A

�

Q � @

a

()

�

, avec les facteurs Q respectifs suivants :

(�a)

�k+1

, (�a)

�k+1

S

n

(�A ), a

k�n+1

S

n�1

(2a�A ), (�a)

1�n

�

n+r

(A �

a), (�1)

r

a

�n+1

�

S

n�r

(2a� A ) � (n+2�r)S

n�r

(a� A )

�

.

La v�eri�cation du lemme ne pr�esente aucune di�cult�e; donnons �a titre

d'exemple ce qui concerne �

r

:

L'image par @

a

de �

k

(A ) = �

k

(A � a)+ a�

k�1

(A � a) est �

k�1

(A � a). Le

produit �

n+r

(A �a) ��

k�1

(A �a) est �egal �a la sommede toutes les fonctions

de Schur S

1

i

2

j
(A � a), i+2j = n+ r+ k� 1, j � inf(n�r;k�1). L'image

par �

A

de cette somme,multipli�ee par (�a)

1�n

, est (�1)

n�1

P

S

1

i

2

j

1�n

(A );

chacun de ces d�eterminants a sa premi�ere et derni�ere colonne identiques,

sauf lorsque i+ j = n� 1, i.e. j = r+ k, auquel cas (�1)

n�1

S

1

i

2

j

1�n

(A ) =

S

0

n�j

1

j
(A ) = �

r+k

(A )

L'op�erateur, sur l'anneau Sym(A )[x] des polynômes en une variable x

d�e�ni par

f ! �

A

�

S

n�1

(x+ a� A ) a

1�n

f(a)

�

est un op�erateur Sym(A )-lin�eaire de projection sur le sous-espace des

polynômes de degr�e� n�1 en x. Ce n'est autre qu'un des nombreux avatars
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de l'interpolation de Lagrange. Moyennant cette identi�cation, l'expression

de �

r

ci-dessus co��ncide avec celle donn�ee par Sylvester [Sy 1].

MacMahon [McM 6] consid�ere des op�erateurs plus g�en�eraux que les 


r

,

o�u les coe�cients 1;2;3 : : : = fS

i

(2)g

i�0

sont remplac�es apr les binomiaux

S

i

(k). Ces op�erateurs s'obtiennent �a l'aide des �

A

�

S

i

(ka� A )a

j

@

a

()

�

.

Les op�erateursD

S

k etD

�

k peuvent aussi s'obtenir par sym�etrisation. En

e�et,soitA unalphabetdecardinal in�ni,zuneind�etermin�eesuppl�ementaire.

Les op�erateurs D

S

k et D

�

k sont donn�es par les formules de Taylor, pour

toute fonction sym�etrique S:

S(A + z) =

X

z

k

D

S

kS(A )(7:3)

S(A � z) =

X

(�z)

k

D

�

k
S(A ) :(7:4)

Notonscommeci-dessus�

A

lemorphisme:�

A

(e

I;A

) = S

I

(A ),8n;8I 2 Z

n

.

LEMME (7.5). | Soit A = fa

1

;a

2

; : : :g un alphabet de cardinal in�ni.

Alors, pour tout n, tout I 2 Z

n

, on a

�

A

�

e

I;A

=

Y

1�i�n

(1� z=a

i

)

�

= S

I

(A + z) ;

�

A

�

e

I;A

�

Y

1�i�n

(1� z=a

i

)

�

= S

I

(A � z) :

Preuve. | On remarque que e

I;A

�

Q

(1� z=a

i

) = e

I;A

P

(�1)

j

�

j

(A

_

) est

identique �a

P

(�z)

j"j

e

I�";A

, somme sur tous les vecteurs " 2 f0;1g

n

. L'image

de cette somme par �

A

est bien S

I

(A � z) d'apr�es la formule de Pieri. La

formule analogue pour la multiplication par les fonctions compl�etes S

i

, que

nous n'avons pas �ecrite, donne de même la fonction S

I

(A + z) d�evelopp�ee

suivant les puissances de z

Tenant compte de ce que S

k

(a + z) = a

k

(1 + z=a + � � �+ z

k

=a

k

) et de

ce que les monômes e

J��;A

, J 62 N

n

, J � � = J

n

; : : : ;J

2

� n+ 2;J

1

� n+ 1,

ont une image nulle par �

A

, on peut r�e�ecrire le lemme, pour tout I 2 N

n

:

(7:6)

�

A

�

e

��

S

I

n

(a

n

+ z) � � �S

I

2

+n�2

(a

2

+ z)S

I

1

+n�1

(a

1

+ z)

�

= S

I

(A + z) ;

(7:7) �

A

�

S

I

n

(a

n

� z) � � �S

I

2

(a

2

� z)S

I

1

(a

1

� z)

�

= S

I

(A � z) :

Les op�erateursD

 

k
et \multiplication par  

k

" sont adjoints par rapport

au produit scalaire �etudi�e section 4. De fait,D

 

k est \proche" de l'op�erateur
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de multiplication par  

k

(A

_

). En e�et, soient k un entier, k � card(A ) = n

et I 2 N

n

. La formule dite de Murnaghan-Nakayama [J&K,p.60] est

(7:8) D

 

k

�

S

I

(A )

�

= S

I�k0���0

+ � � �+ S

I�0���0k

:

Par ailleurs,  

k

(A

_

) est un scalaire pour �

A

et donc

(7:9)

 

k

(A

_

) � S

I

(A ) = �

A

�

 

k

(A

_

) � e

I;A

= �

A

�

e

I�k0���0

+ � � �+ e

I�0���0k

�

:

La di��erence entre les deux expressions provient de ce que �

A

(e

J;A

),

j 2 Z

n

, n'est �egal �a S

J

(A ) que lorsque J � �� = (0;�1; : : : ;� n+1).

Plus pr�ecis�ement, par regoupement de termes on obtient l'identit�e

suivante:

LEMME (7.10). | Soient p;q;r trois entiers positifs, A = fa

1

; : : : ;a

n

g un

alphabettotalementordonn�edecardinaln � p+q+r.SoientB = fa

1

; : : : ;a

r

g,

D = fa

r+1

; : : : ;a

n

g. Alors, pour tout I 2 N

r

, on a

 

p

(A

_

)D

 

q

�

S

I

(A )

�

= �

A

�

 

p

(D

_

) 

q

(B

_

)e

I;B

�

A

�

 

p

(B

_

) 

q

(B

_

)e

I;B

= �

A

�

 

p

(D

_

) 

q

(B

_

)e

I;B

+D

 

p

D

 

q

�

S

I

(A )

�

Par exemple, pour n = 6, on a  

1

(A

_

) �

�

S

127

(A ) + S

145

(A )

�

=

D

 

2

�

 

1

(A

_

)�

�

S

147

(A )

�

�

= �

A

�

(a

�1

6

+a

�1

5

+a

�1

4

)(a

�1

3

+a

�1

2

+a

�1

1

)a

1

3

a

4

2

a

7

1

)+

D

 

1

�

S

127

(A ) + S

145

(A ) = �

A

�

a

�1

6

a

1

3

a

2

2

a

7

1

+ a

�1

6

a

1

3

a

4

2

a

5

1

�

+

�

S

027

(A ) + S

117

(A ) + S

126

(A )

��

S

045

(A ) + S

135

(A ) + S

144

(A )

�

.

Ce lemmepermet d'�ecrire commod�ement les op�erateursL

k

d�e�nis section

3 et d'apporter une preuve di��er�ee :

Preuve de la proposition 3.6. | Soit ~ l'op�erateur : S

i���jh

(A ) ! (h+ n�

1)S

i���j h�k

(A ) + (j + n� 2)S

i���j�k h

(A ) + � � �. D'apr�es l'expression de L

k

en

fonction der

�k

et celle ? der

�k

(�), on a

1

�

�

r

�k

(S

I

(�)�S

I

r

�k

(�)

�

=

~

�

S

I

(�)

�

+ �

A

�

�

P

p�q

 

pq

(D

_

)e

I;B

�

+

P

p�q

 

pq

(B

_

+ D

_

)�

A

(e

I;B

).

La di��erence L

k

(S

I

)�~(S

I

) est donc �egale �a l'image par �

A

du produit

du monôme e

I;A

= e

I;B)

par "

�

1

2

 

k=2k=2

(B

_

)� 

k=2

(B

_

+ D

_

) 

k=2

(B

_

)

�

+

P

p<q

�

 

pq

(B

_

)� 

p

(B

_

+D

_

) 

q

(B

_

)� 

q

(B

_

+D

_

) 

p

(B

_

)

�

+

P

p�q

�

 

pq

(B

_

)�

 

p

(B

_

) 

q

(B

_

)�  

q

(B

_

) 

p

(B

_

)

�

.

Tenant compte de ce que  

pq

=  

pq

+  

p+q

et  

pp

= 2 

pp

+  

2p

, on

trouve que le facteur pr�ec�edent se r�eduit �a

1�k

2

 

k

(B

_

), d'o�u

L

k

(S

I

)�~(S

I

) = �

A

�

1� k

2

 

k

(B

_

)e

I;B

�

=

1� k

2

D

 

k

�

S

I

(A )

�
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On d�e�nit l'op�erateur vertex [Mi p.199] V

A ;z

par

V

A ;z

:= exp

�

X

z

�i

 

i

(A )=i �

X

z

j

@

 

j

(A)

�

:

Comme @

 

j
=

1

j

D

 

j
, l'op�erateur peut s'�ecrire

(7:11) V

A ;z

:=

X

z

�i

S

i

(A ) �

X

(�z)

j

D

�

j

(A)

:

L'involution A ! �A , qui �echange (�1)

j

�

j

et S

j

, induit l'op�erateur

(7:12) V

�A ;z

:=

X

(�z)

�i

�

i

(A ) �

X

z

j

D

S

j

(A)

:

On peut introduire des param�etres dans ces op�erateurs. Par exemple,

[Ji] utilise l'op�erateur vertex obtenu en rempla�cant A par (1� t)A , o�u t est

une ind�etermin�ee suppl�ementaire:

V

(1�t)A ;z

:= exp

�

X

z

�i

 

i

�

A (1 � t)

�

=i �

X

z

j

@

 

j

�

A(1�t)

�

�

= exp

�

X

z

�i

1� t

i

i

 

i

(A ) �

X

z

j

1� t

j

j

D

 

j

(A)

�

:

Cela lui permet d'obtenir une nouvelle pr�esentation des polynômes de Hall-

Littlewood.

[Thi] utilise l'op�erateur V

A ;1

pour d�ecrire le produit int�erieur (correspon-

dant au produit des caract�eres du groupe sym�etrique) dans Sym(A ). Les

r�ecurrences sur le Pl�ethysme des fonctions sym�etriques font appel, quant �a

elles, �a V

A ;z

, cf [C&T].

Une propri�et�e essentielle de cet op�erateur est le lemme suivant [Thi,

lemme 3.2]:

LEMME (7.13). | Soient A un alphabet in�ni, n un entier, I 2 Z

n

. Alors

V

A ;z

�

S

I

(A )

�

=

+1

X

�1

z

�k

S

I k

(A ) :

Preuve.| Soit a

1

la premi�ere lettre de A . De l'identi�cation

P

z

�k

S

k

(A ) =

�

A

�

(1�a

1

=z)

�1

�

,ontireV

A ;z

�

S

I

(A )

�

= �

A

�

(1�a

1

=z)

�1

�

�

P

(�z)

j

S

I=1

j
(A ) =

P

k

z

�k

�

A

�

P

j

(�1)

j

S

I=1

j
(A ) a

k+j

�

=

P

z

�k

P

(�1)

j

S

I=1

j
(A )S

k+j

(A ) =

P

(�z)

k

S

I k

(A )
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8.Op�erateurd'Hirota.|Ceparagraphereprenduntravailencommun

avec De Concini, esquiss�e dans [DeC &L]. Le calcul reposait essentiellement

sur des manipulations de d�eterminants que nous avons remplac�ees ici par

l'usage plus �eclairant, quoique strictement �equivalent, des op�erateurs de

sym�etrisation et des op�erateurs vertex.

La structure intime des relations entre bosons et fermions repose, au dire

des sp�ecialistes [Ka , Ka&R, Mi] sur les propri�et�es des op�erateurs vertex,

et plus pr�ecis�ement, sur la description du noyau de l'op�erateur d'Hirota H

: soient deux alphabets A ;B in�nis, � une ind�etermin�ee. Alors

(8:1) H

�

f(A ) 
 f(B )

�

:= V

�A ;�

�

f(A )

�


 V

B;�

�

f(B )

�

�

�

�

;

o�u

�

�

�

i

d�esigne le coe�cient de �

i

.

Un changement formel d'alphabet [K&R p.72, Mi p.249] donne pour

le noyau de H le syst�eme d'�equations suivant, avec Y un alphabet

suppl�ementaire quelconque :

(8:2)

X

j�0

S

j

(�2Y)D

S

j+1

(Y)

f(A + Y) f(A � Y) = 0 ;

ou bien encore, en utilisant la formule de Taylor,

(8:3)

X

j�0

S

j

(�2Y)D

S

j+1

(B)

exp

�

P

k�1

1

k

 

k

(Y)D

 

k

(B)

f(A+B ) f(A �B )

�

�

B=0

= 0 :

La sp�ecialisation d'une fonction sym�etrique g(B ) en B = 0 est �egale au

produit scalaire (g(B );1)

B

. L'�equation (8.3) devient

(8:4) 8Y;

�

f(A + B )f(A � B ) ;

X

S

j

(�2Y)S

j+1

(B )

X

S

i

(BY)

�

B

= 0 ;

Le membre de droite est l'image par �

B

de la fonction

b

1

P

S

j

(�2Y)b

j

1

P

S

i

(BY) = b

1

P

S

i

�

(B�b

1

�b

1

)Y

�

.Combinantl'identit�e

�

B

�

S

H

(B � b

1

)b

k

1

) = S

Hk

(B ), la formule de Cauchy [Macd]

P

S

i

�

(B �

b

1

)Y

�

=

P

S

H

(B � b

1

)S

H

(Y), et en�n le d�eveloppement S

H

(B � b

1

� b

1

) =

P

S

J

(B � b

1

)b

jH�Jj

1

, somme sur tous les vecteurs J tels queH�J 2 f0;1g

�

, on re�ecrit (8.4) en

(8:5)

�

f(A + B ) f(A � B ) ;

X

J

(�1)

jH�Jj

S

J 1+jH�Jj

(B )

�

B

:

Pour simpli�er les notations, on d�e�nit pour tout entier n, tout L dans

Z

n

l'op�erateur lin�eaire R

L

sur Sym(A ) par

R

L

(f) :=

�

f(A +B )f(A �B ) ; S

L

(B )

�

B

= D

S

L

(B)

�

f(A +B )f(A �B )

�

�

�

B=0

:
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Le syst�eme d'�equations (8.5) s'�ecrit maintenant

(8:6) 8n;8H 2 N

n

; f appartient au noyau de

X

J;H�J2f0;1g

�

R

J 1+jH�Jj

:

Les premiers op�erateurs non nuls sont

(8:7)

pour H = 3; R

31

� R

22

= �2R

22

pour H = 4; R

41

� R

32

= �R

23

pour H = 13; R

131

�R

32

�R

122

+ R

23

= �2R

122

+ R

23

pour H = 22; R

221

� R

122

+ R

113

= �R

122

+ R

113

pour H = 5; R

51

� R

42

= �R

24

+ R

33

IL faut tenir compte des r�egles de redressement: R

���i j���

= �R

���j+1 i�1���

qui proviennent des r�egles identiques satisfaites par les fonctions de Schur.

Les premi�eres �equations non triviales sont donc

R

22

(f) = 0;R

23

(f) = 0;R

122

(f) = 0;R

24

(f)� R

33

(f) = 0 &c:

L'expression d�evelopp�ee de l'op�erateur R

H

, H partition, s'obtient

sans di�cult�e �a partir du treillis des partitions contenues dans H, car

D

S

H

(fg) =

P

I;J

�

S

I

�S

J

; S

H

�

D

S

I

(f) �D

S

J

(g), somme sur toutes les paires

de partitions I;J .

Ainsi,

(8:8)

R

22

(f) = D

S

22

(f) �D

S

00

(g)�D

S

12

(f) �D

S

01

(g) +D

S

11

(f) �D

S

02

(g)

D

S

02

(f) �D

S

11

(g)�D

S

01

(f) �D

S

12

(g) +D

S

00

(f) �D

S

22

(g) :

Lorsque f est une fonction de Schur S

I

, la relation pr�ec�edente s'�ecrit

2S

I=22

S

I

� 2S

I=12

S

I=01

+ 2S

I=02

S

I=11

qui est la plus simple relation de Pl�ucker concernant les mineurs de la

matrice

�

S

j�i

�

i;j�0

.

Plus g�en�eralement, pour tout I 2 N

n

, pour tout k : 1 � k � n, tout j,

notons I n I

k

le vecteur obtenu en supprimant la k-i�eme composante de I

et Ij le vecteur obtenu en ajoutant une composante �egale �a j. Notons aussi

[I;A ] pour la fonction de Schur S

I��

(A ), avec I � � = I

1

I

2

�1 : : : I

n

�n+1,

et D

[I]

pour D

[I;A ]

.
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On d�e�nit l'op�erateur de Pl�ucker P

[I] [J ]

sur l'anneau des polynômesSym

par

P

[I] [J ]

(f) =

X

k

(�1)

k

D

[I J

k

]

(f)D

[JnJ

k

]

(f) :

On vient de voir que P

[0][123]

(f) est �egale �a D

[01]

(f)D

[23]

(f) �

D

[02]

(f)D

[13]

(f) +D

[03]

(f)D

[12]

(f) =

1

2

R

22

(f).

On v�eri�erait tout aussi ais�ement pour les op�erateurs (8.7) queR

23

(f) =

D

[01]

D

[24]

(f)�D

[02]

(f)D

[14]

(f) +D

[04]

(f)D

[12]

(f)�D

[012]

(f)D

[134]

(f) +

D

[013]

(f)D

[124]

(f) � D

[014]

(f)D

[023]

(f) = P

[0][124]

(f) + P

[01][1234]

(f) =

�R

122

(f); R

24

(f)�R

33

(f) = P

[0][125]

�P

[0][134]

+P

[02][1234]

�P

[012][12345]

.

Identi�er pour tout n, toutH 2 N

n

la somme

P

J;H�J2f0;1g

�

R

J 1+jH�Jj

�a une somme de relations de Pl�ucker demanderait des d�eveloppements

combinatoires trop loin des invariants.

Revenons plutôt �a l'op�erateurH dont on �etend la d�e�nition �aSym(A )


Sym(B )

H

�!Sym(A ) 
Sym(B ) :

H

�

f(A ) 
 g(B )

�

:= V

�A ;�

�

f(A )

�

V

B;�

�

g(B )

�

�

�

�

:

L'image du produit de deux fonctions de Schur S

L

(�A ) 
 S

J

(B ) est

d'apr�es le lemme (7.13)

(8:9)

H

�

S

L

(�A ) 
 S

J

(B )

�

=

X

h

�

�h

S

Lh

(�A ) 


X

k

�

�k

S

Jk

(B )

�

�

�

=

X

h+k=�1

S

Lh

(�A ) 
 S

Jk

(B ) :

Revenant aux fonctions de Schur de A au lieu de �A , ce qui correspond

�a la conjugaison des partitions [Macd], et utilisant la notation [I;A ] pour la

fonction de Schur S

I��

(A ), on trouve �nalement :

PROPOSITION 8.10. | Soient A , B deux alphabets in�nis, n un entier,

I;J 2 N

n

. Alors,

H

�

[I;A ] 
 [J;B ]

�

=

X

(�1)

n�h

[I n I

h

;A ] � [I

h

J;B ] :

En particulier, pour I = J , H

�

[J;A ] 
 [J;B ]

�

est identiquement nulle.

Par exemple H

�

[1245;A ] 
 [01912;B ]

�

= H

�

S

1122

(A ) 
 S

0079

(B ) =

P

h+k=�1

S

24h

(�A ) 
 S

79k

(B ) = S

24 �2

(�A ) 
 S

791

(B ) + S

24 �1

(�A ) 


S

790

(B ) + S

241

(�A ) 
 S

79 �2

(B ) = S

13

(�A ) 
 S

368

(B ) + S

113

(�A ) 


S

268

(B ) �S

223

(�A ) 
S

068

(B ) = S

112

(A ) 
S

368

(B ) �S

113

(A )
S

268

(B ) +
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S

133

(A ) 
 S

068

(B ) =

[124;A ][015912;B ] � [125;A ][014912;B ] + [145;A ][012912;B ].

L'�equation d'Hirota H

�

[J;A ] 
 [J;B ]

�

= 0 est �equivalente �a un syst�eme

de relations quadratiques qui ne sont pas les relations de Pl�ucker sous leur

forme usuelle. Un exemple l'illustrera.

D'apr�eslapropositionpr�ec�edente,H

�

[246;A ]
[ijh;B ]

�

= [24;A ][6ijh;B ]�

[26;A ][4ijh;B ] + [46;A ][2ijh;B ] n'est autre que le d�eveloppement du d�eter-

minant

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

S

2

(A ) S

4

(A ) S

6

(A ) 0 0 0

S

1

(A ) S

3

(A ) S

5

(A ) 0 0 0

S

2

(B ) S

4

(B ) S

6

(B ) S

i

(B ) S

j

(B ) S

h

(B )

S

1

(B ) S

3

(B ) S

5

(B ) S

i�1

(B ) S

j�1

(B ) S

h�1

(B )

S

0

(B ) S

2

(B ) S

4

(B ) S

i�2

(B ) S

j�2

(B ) S

h�2

(B )

0 S

1

(B ) S

3

(B ) S

i�3

(B ) S

j�3

(B ) S

h�3

(B )

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

suivant ses deux premi�eres lignes. La relation de Pl�ucker exprimant la

nullit�e du d�eterminant lorsque f2;4;6g = fi;j;hg correspond par contre au

d�eveloppement du d�eterminant suivant ses trois premi�eres colonnes. Il faut

donc faire intervenir la sym�etrie ligne/colonnes d'un d�eterminant pour relier

l'�equation 8.10 aux relations de Pl�ucker.

Laproposition 8.10 exprime l'imagepar l'op�erateur d'Hirotad'unproduit

de fonctions de Schur S

I

� S

J

, I;J 2 Z

n

, comme une somme de produits de

mineurs d'ordre n� 1 et n+1. Pour n'impliquer que des mineurs du même

ordre, on d�e�nit, suivant une id�eee de De Concini, le compagnon suivant

de l'op�erateur d'Hirota, Sym(A ) 
Sym(B )

G

�! Sym(A ) 
Sym(B ):

G

�

f(A ) 
 g(B ) := V

A ;�

�

f(A )

�

V

�B;�

�

g(B )

�

�

�

�

�1

;

o�u � une ind�etermin�ee suppl�ementaire.

L'op�erateur G est injectif, contrairement �a H. En e�et le compos�e de G

avec la bijection f(A ) 
 g(B ) ! f(A + �)
 g(B � �) est l'op�erateur

f(A ) 
 g(B ) !

�

1 +

1

�

(A � B ) +

1

�

2

S

2

(A + B ) + � � �

�

f(A )g(B )

�

�

�

�1

= A f(A ) 
 g(B ) � f(A ) 
Bg(B ) :

Le noyau de H co��ncide donc avec celui de G

�

H()

�

.

L'action de G sur la base des fonctions de Schur s'explicite de la même

mani�ere que celle de H et nous ne r�epeterons pas la preuve.
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LEMME 8.11.| Soient A , B deux alphabets in�nis, n un entier, I;J 2 N

n

.

Alors,

G

�

[I;A ] 
 [J;B ]

�

=[1I;A ][0J + 02

n

;B ] � [0I;A][1J + 02

n

;B ]+

X

(�1)

n�k�1

[(J

k

+ 2)I;A ] � [J n J

k

;B ] :

L'action de G

�

H()

�

n'implique que des mineurs du même ordre, comme

le montre le th�eor�eme suivant (cf [DeC &L]), en notant E

hk

l'op�erateur qui

�echange I

h

et J

k

.

TH

�

EOR

�

EME 8.12. | Soient A , B deux alphabets in�nis, n un entier,

I;J 2 N

n

. Alors,

G

�

H

�

[I;A ] 
 [J;B ]

�

�

=

�

n+

X

1�h;k�n

(�1)

h+k+p

E

hk

�

�

[I;A ][J;B ]

�

:

Preuve. | On a �a composer les expressions explicites de H et G, en

prenant garde de ne consid�erer que des vecteurs appartenant au même

espace N

n+1

ou N

n+2

. D�ecomposons G en deux op�erateurs G = G

1

+G

2

,

avec G

1

�

[I;A ][J;B ]

�

:=

P

(�1)

n�k�1

[(J

k

+ 2)I;A ] � [J n J

k

;B ].

CommeH

�

[I;A ]
 [J;B ]

�

=

P

(�1)

n�h

[01I n I

h

+002

n�1

;A ] � [I

h

J;B ], le

compos�e G

2

�

H([I;A ][J;B ])

�

est nul puisque [101 : : : ;A ] = 0 = [001 : : : ;A ].

D'un autre côt�e, G

1

�

H([I;A ][J;B ])

�

d�ecompose en la somme de

X

h

(�1)

n�h

[(I

h

+ 2) 0 1 I n I

h

+ 0002

n�1

;A ] � [J;B ]

et de

X

h;k

(�1)

n�h�k

[(J

k

+ 2) 0 1 I n I

h

+ 0002

n�1

;A ] � [I

h

J n J

k

;B ] :

Revenant �a l'indexation dans N

n

, on trouve bien l'expression requise
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