POLYNOMES HARMONIQUES

Alain Lascoux
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Résumé. Nous décrivons ’espace des polynémes annulés par le Laplacien % Z (Z—z en
tant que représentation du groupe symétrique.
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Laplacien et multiplication par 2
Soient n indeterminées x4, ..., x,. Le Laplacien est la demi-somme des

carrés des dérivées partielles
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Une fonction est harmonique ssi elle est annulée par le Laplacien.
Le Laplacien vérifie des relations de commutation simples avec la
multiplication par 72 := " 22, En effet :

Vr2—r2V22Zx8$+n:2Eul+n (1)

ou Eul est I opérateur d’Euler ) x0,.

Soit H l'espace des polynomes harmoniques, H* le sous-espace des
polyndémes harmoniques homogenes de degré k.

La relation (1) permet de décomposer 'espace Pol des polyndémes en
Llyeuey T -

Proposition. L’espace des polynémes décompose en une somme directe
Pol~Har*He (r*)?’He (r?)’He - . (2)

La restriction a la composante homogéne de degré k de la projection
p : Pol — H induite par la décomposition est égale a

(—r2)i

p:12:;i!(n+2k—4)(n+2k—6)...(n+2k_2_22,) Vi, (3)

Ainsi, pour un polynéme de degré k, f = hg + r2h; implique que
2 .
ho = f — mV(f), hi = ﬁV(f). Au cran suivant, f =
ho + r2hy + (r?)?hy implique
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1 2
(n+ 2k — 4) Vi) = (n+ 2k — 6)(n + 2k — 8)
1

P = S 2k — 4)(n 1 2k — 6) VA

hl — VQ(f) )

La proposition précédente a une formulation en terme de représentation :

Proposition. Les opérateurs E := V, F := r?/2, H := Eul + n/2
représentent les générateurs de SI(2,C). Les polynémes harmoniques sont
les vecteurs de plus haut poids dans cette représentation.

En d’autres termes, F, I, H vérifient les relations
[E,Fl=H & [H,F]|=2F & |[H,E]=-2F,

et les polynomes harmoniques sont les polyndémes annulés par E.
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Structure multiplicative

Le produit de deux polynomes harmoniques a en général perdu cette
faculté. Néanmoins, comme 'espace H s’identifie au quotient de Pol par
I'idéal engendré par r? : H = Pol/r? Pol , on peut utiliser le morphisme
p pour retrouver une loi associative sur H :

(h,B') = p(hR)
Plus généralement, tout polynéome f induit un morphisme
Of: Hoh—p(fh):=fxh eH.

Le cas le plus simple est celui ou f est une indéterminée (disons x; et
notons 0; := 0, ).

Lemme. La restriction de 0; a I'espace H, est

1

;i =x; — ————
T T ok —a2 "

20, (4)

Preuve.  Résulte de (3).
Faisant disparaitre le degré, on peut écrire que

0; =x;Vr®—2z;—1r’ Oz, (5)
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préserve 1’espace H.
Ce n’est pas le commutateur de d,, et 6; qui est simple, mais plutot :

Lemme. Pour tout j:1 < j <mn, la restriction de ¢; a Hj, satisfait

n+2k—4

e 0 — ——————
(93 7 on42k—2

0;0, =1. (6)

Bien entendu, on itere 6;, et I'on désire I'expression explicite des
puissances de 6; en fonction des puissances de 72 et Oz, . Clest ici que
I’on voit apparaitre des polynomes dont nous rappelons la définition.

Définition.  Etant donnés deux parameétres «, p et une indéterminée x, les
polynémes de Gegenbauer G(k,a, x,p), k € N, sont définis par la fonction
génératrice

(1 — 2z +p2*)~* = Zk Gk, o, z,p) . (7)

Les polynomes de Gegenbauer normalisés é(k, o, z,p) sont les polynémes
unitaires correspondants. Les polynémes classiques sont les spécialisations
Gk, o, z,1).

De la fonction génératrice (7) on tire la valeur des deux dérivées :

dci:é(kva7$,p) :ké(k—l,a-ﬁ-l,x,p) ) (8)
d ~ k(k—1) =
gpC v p) = — i Gk = 2,04 L, p) 9)

Vilenkin [Vi], [V-K] se sert des polynomes de Gegenbauer comme
constituants élémentaires des polynomes harmoniques. On vérifie en effet
la nullité de V((l — 2zx; + z2zp2)_”/2+1), ce qui veut dire que les
polynémes G(k,n/2—1,x;,12), pour tous k, 1 < j < n, sont harmoniques.
Vilenkin décrit une base de H constitutée de produits de polynomes de
Gegenbauer. Nous préférons montrer, par la proposition suivante (dont la
démonstration est une simple vérification) que ces polynémes apparaissent
dans l'itération de (4). Fixons j, écrivons z, 0, D pour x;, 0;, O,,, et 1
pour 2. Pour un choix de n,k, écrivons aussi [i| := n + 2k — 4 + 2i,
G(m) := G(m,n/2 — 1+ k,z,v).

Proposition. Soit m € N. Alors la restriction de 0™ a I'espace Hy
décompose en
7)Y

m_Nm_(
o =G fm— 1][m]

G(m—1) D-I—Mé(m—% D?*—.. -+%G(O)Dm



Par exemple,

i 49 G(3) 642 G(2) 2
¢ _G(4>_n+2k+4D+(n+2k+2)(n+2k+4)D B
4 G(1) Dy [ b
(n+ 2k)(n + 2k + 2)(n + 2k + 4) (n + 2k — 2)(n + 2k)(n + 2k + 2)(n + 2k + 4)
avec
Gid) = o 61) 2 312 ~on 3 3z

Tk tdtn @ktdim(kt24n)’ G@) == 2%k +2+n

G(2) =2 - 5, G(1) = .

(¢}
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Polynémes harmoniques comme module sur Gym®

Nous avons seulement utilisé la multiplication par la deuxieme somme
de puissances r2. Les autres ont leur role & jouer. Notons 1y, la multipli-
cation par la k-itme somme de puissance Y x* (19 = n est le cardinal de
Iensemble X d’indétermineées). On pose de plus ¥ = 0 pour k < 0).

Grace a la formule de Leibniz pour la dérivée d’un produit, on vérifie
aisément les relations de commutation suivantes (qui généralisent (1)) :

Vi — ¢V =k Y a*'0, + w%—z (11)

Au paragraphe précédent, nous avons déformé la multiplication par
un polynome quelconque en une opérateur sur H, cet opérateur pouvant
s’expliciter par itération de (4). Soit donc pour tout entier k,

U, - H>h '—)p(@bkh):@bk*h cH .

En fait la relation (1) implique que Vs soit 'opérateur nul. Soit Sym
I’anneau engendré par i, ...,%, : il est isomorphe a ’anneau des
polynémes symétriques. Soit de plus Sym™ I'idéal de Pol engendré par
les polynomes symétriques sans terme constant. Notons Sym® ’anneau
engendré par Wy, U3, ..., ¥, (qui est isomorphe & l'anneau engendré
par les sommes de puissance d’indices 1,3,...,n. En mettant un ordre
approprié sur les monémes, on peut vérifier que H est un module libre sur
Gym®.

Nous allons voir un énoncé plus précis, en faisant appel aux polynomes
harmoniques au sens utilisé en cohomologie des variétés de drapeaux (nous
ajouterons l'adjectif fondamental pour éviter toute ambiguité).
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Définition.  Un polynéme harmonique fondamental est un polynéme
annulé par tous les opérateurs différentiels en x1, ..., x, Symétriques.

Il est clair que le Vandermonde V' := [[,_;.,(z; — x;) est une har-
monique fondamentale, de méme que toutes ses dérivées. Pour un vecteur
J = [j1,---,J4n) € N", notons V; = 97(V) := 93 ---9i» (V). Le vecteur
p:=[n—1,...,1,0] joue un role esentiel. On a alors ([Bo]) :

Proposition. Soit ‘H I’espace vectoriel des harmoniques fondamentales
en ri,..., T,. Alors H est de dimension n!, de base les V;, J < p.
Le morphisme H +— Pol/Sym™ est un isomorphisme.

Les calculs dans le quotient Pol/Gym™ font appel & la riche combi-
natoire des différences divisées et des polynomes de Schubert cf. [LS]).
L’isomorphisme ci-dessus permet d’en déduire des relations dans H,
en particulier de décomposer les harmoniques fondamentales dans les
différentes bases naturelles (cf. [La]). On n’a en fait pas besoin de quo-
tienter I’anneau des polynomes, les outils évoqués permettent de décrire
Pol en tant que module sur &Gym. Pour un polynéme f € Pol notons
f? son image par une permutation o et en particulier, f* son image par
w:=[n,...,1].

Proposition. L’anneau Pol des polynoémes en x4, ..., x, est un module
libre sur Sym, de base les polynémes de Schubert X, indicés par les
permutations de &,,. La Gym-forme quadratique

Pols fg = (f,9):= > (fg/V)’ € &ym

ceS,

est non dégénérée.
La matrice des (X,, X¥) est une matrice de permutation.

La forme quadratique permet d’écrire facilement tout polynéme comme
une somme de polyndémes de Schubert, a coefficients dans Gym. Elle
permet donc aussi de décomposer tout polynome dans une base telle que
la matrice de changement de base avec les polynomes de Schubert soit
triangulaire.

Définissons, pour chaque o € &,,, le polynome de Schubert harmonique
X" comme le polynéme harmonique fondamental congru & X, modulo
I'idéal Gym™. Tout polynéme peut donc s’écrire de maniére unique comme
une somme de polynomes de Schubert harmoniques, a coefficients dans
Gym.

Soit h =73 cs. Co X" | ¢, € Gym, un polynéme harmonique. Alors h

o )
coincide avec Y ¢, *Xx1 modulo I'idéal engendré par . Mais 3 ¢, x X?
est harmonique, et I’ on a donc h = Y ¢, » X”. Cette décomposition

explicite implique le théoreme suivant :
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Théoreme. L’espace H des polyomes harmoniques est un module libre
sur Gym® = C[¥q, ¥3,..., ¥, ], de base les polynémes de Schubert har-
moniques { X!, 0 € &,,}1, ou les classes p(X,) des polynémes de Schubert.

Pour G3, on a les polynomes de Schubert suivants:
Y _ vh _ Y
X123 = Xio3 =1, Xo1z3 = Xo13 =21, Xigo = Xigp =21 + 22

2 2¢1 207 by

Xgio =22, XI, = Vi
312 = Ty, Agz190 =T — 1+ 9 3
7»[’1 ¢1 o
Xo31 = Xxh, = - R
231 = T1%2, A3) = T1%2 3(1’1+ )+18+ 5
2 _
Ko = atan, Xy = ston= et =2 a2 P2 o 22 P20

Par ailleurs, les p(X,) pour Sj coincident avec les X,, mis-a-part
p(X312) = 23 — 12/3 et p(X321) = 2ix2 — P2 22/5.

La structure décrite par le théoreme est évidemment compatible avec
I’action du groupe symétrique, ce qui fait que l'on peut décrire les
multiplicités des représentations du groupe symétrique agissant sur H.

Rappelons que les repésentations irréductibles S\ de &,, sont en bi-
jection avec les partitions A de m, et que la multiplicité (graduée) de
A dans H est égale au polynome de Kostka Ky i», qui peut s’écrire
Kyin = V(1 —¢q)---(1 = ¢")/ 151 — ¢"®)), produit sur toutes les
longueurs d’équerre des boites 00 du diagramme de A (cf. [Ma]). On a
donc :

Proposition. Soit A\ une partition de n. Alors la multiplicité graduée
S m(A, Hg) g%, ott m(A, V) est la multiplicité de Sy dans un &,-espace
V', est égale a

Ko (1= (=) (=) = s (2

Par exemple, il y a 5 representations irréductibles de &,4. La composante
A = [4] de H a pour multiplicité

/1= -¢’)(1-q"),
celle de A = [3,1] est

g+’ +q _q 1-¢° _ q
1-¢(1-¢)1—-¢Y) "(A-9*1-¢)(1-q¢") (1-q3*(1—q¢")

6




Quant a A = [2,2] on obtient
¢ +q* B 7>
1-9(1-¢)1-¢") (A-q1-¢)(1-¢)
et 'on compléte par symétrie (=transposition des partitions) :
34 .44 .5 3
A=[2,1,1] — ¢ +4q +4 = a
1-g)(1-¢*)(1-¢") (1-q?21-q")
A=[LL1L1] = ¢/ -9 -a’)(1—q").
Voici aussi l'expression explicite de la base harmonique des p(X,),
o € G4, dans la base Schubert (écrivant - pour 0 et 1 pour 1s).
Les permutations indicant les polynomes sont énumérées dans l'ordre
[1,2,3,4],[1,2,4,3],[1,3,2,4],[2,1,3,4],[1,4,2,3],[1, 3,4, 2],[3,1,2,4],[2, 1,4, 3],
2,3,1,4],[4,1,2,3],[1,4,3,2],[3,1,4,2],[2,4,1,3],(2,3,4,1], [3, 2,1, 4], [4, 1, 3, 2],
(3,4,1,2],[4,2,1,3],[2,4,3,1],[3,2,4,1],[4,3,1,2], 4,2, 3,1], 3,4, 2, 1], [4, 3,2, 1].
On obtient facilement avec ACE [Ve] ces bases pour des ordres supérieurs.

1 .
1 .
1 .
: 1
.
Y
3% L
) . 1
—
7 L
. 1 .
: 1
v
° g .
.w . ¥ ¥ 1
= . . . 1
4
— W
R .w E 1 .
5 5 -1
.= . = 1
8 8 8
e . 1
48 2 2 8_ 8
e L T ) 1
80 80 10 Y 10 10
: o . : 3.1# 1
S 5 1
.—T?"/J. - 1
3¢
ST 1
N U A" ]
80 10 10 10
D = —y? v, ¥
40 40 4 40 4 12 12
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Polynomes harmoniques symétriques

La composante Gym® 1 est I’espace des polynomes harmoniques symétriques
que 'on peut chercher a caractériser en tant que sous-espace de ’anneau
des polynémes symétriques Sym = Clt)1, 9o, . .., 1¥p].

Le Laplacien est un opérateur différentiel du second ordre, et sa
restriction a Gym est un opérateur différentiel du second ordre en les
¥i, 1 <1 < n. Son expression est déterminée par 'image de tous les ¢; et
tous les ¥;1;. Ecrivant D; :=10y,, 1 < ¢ < n, on obtient

Proposition. La restriction du Laplacien aux fonctions symétriques en
n indéterminées est égale a

V= %Zaﬁ :% Z Yoi_o D7+ Z Yitj—2DiDj+ Z <;)¢¢—2Di

1<i<n 1<i<j<n 2<i<n

(13)
On peut remarquer que, similairement, pour tout k € Z,
> a%0, = p Dy + V1 Do+ thrya Da+ -

ol maintenant vy désigne > x*, k € Z. Ainsi >0, = gDy + 1Dy +
YoD3 + -+, Bul = Y 20, = 1 D1 + 2Dy + 93Dz + -+ -

Comme chaque variable n’apparait qu’en degré 1 dans les fonctions
élémentaires A* ( définies par la fonction génératrice > 2*A’ = (1 +
zxy) - (1+ z:cn)), le Laplacien exprimé en terme des dérivées D := ddi
est tout aussi simple. En effet, la dérivée par rapport a =z := 1z éle

AF = A¥(xq,... 2,) est égale & A" (zy, ..., 2,) = AT — AR 4
xQAk'—l _|_ . _|_ (—.’lj)k_l.

Par sommation sur x;, on a donc que I'image de A*A’ par le Laplacien
est égale a

Cijm = NATIAT Ty (AT ZAT L AT AT = 2) gy (AP 3 AT T AP 2 AT T2 AT AT )

+o i o (APA°)
On peut simplifier ces fonctions: ce sont des sommes a coefficients positifs
de fonctions monomiales indicées par des partitions n’ayant que des parts
1 et 2. Je trouve, i < j, 'expression suivante dans la base des fonctions
élémentaires :

Cigm = (n—J+ DA TN = N (joi—242k) ATITRATTIR (14)
1<k<i—1

8



Proposition. La restriction du Laplacien aux fonctions symétriques en
n indéterminées est égale a
1 A A
V=3 > cijnD}DY. (15)

1<i,5<n

Par exemple, pour n = 3, on a

V= ngADlA +2A' D}D3 + A*Dy Dy + (A'A' — A?) Dy D3+

+(ATA? — 3A3%) DY DL + %(AW — 2ATA3) DL DA

Chacune des expressions (13) ou (15) permet un calcul direct de
fonctions symétriques, exprimées soit dans la base 1);, soit dans la base A’
Nous ne traiterons pas ici la combinatoire de la restriction du Laplacien
aux fonction symétriques.

Par ailleurs, Dunkl [Du] a défini une déformation des dérivées 0; par
des différences divisées, et par la méme, une déformation du Laplacien
et des polynémes harmoniques. Tous les résultats que nous avons donnés
dans ce texte se transportent au paradigme Dunkélien, mais les expressions
explicites sont plus compliquées.
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