
Potentiel Yin sur le groupe sym�etrique

Alain Lascoux

J'aurais tant aim�e pouvoir cosigner cet article avec M.P. Sch�utzenberger.

Il n'est plus parmi nous, mais a pu voir toutefois la premi�ere version de ce

texte qui rapporte le travail accompli dans sa derni�ere semaine.

Les canons math�ematiques imposent un style impersonnel que je trans-

gresserai aujourd'hui, car la construction que je vais exposer fut la derni�ere

joie math�ematique de M.P. Sch�utzenberger, joie qu'il tint �a faire partager

�a sa �lle en lui montrant un permuto�edre color�e qui apportait la solution

au probl�eme pos�e.

Les constructions que je vais exposer sont repr�esentatives d'une d�emarche

combinatoriste que M.P. Sch�utzenberger a tant, et si bien, illustr�ee. Nous

avions rencontr�e il y a quelques ann�ees un certain probl�eme, mais ce

dernier imposait la r�esolution de syst�emes d'�equations lin�eaires dont le

nombre crô�t trop vite avec l'ordre du groupe sym�etrique pour que la

simple exp�erimentation puisse nous fournir la r�eponse que le raisonnement

math�ematique se doit par la suite de conforter, si ce n'est prouver, pour

être enregistr�ee dans les annales math�ematiques.

Or cette r�eponse devient�evidente si l'on abandonne les�equations lin�eaires

pour les crayons de couleur; en l'occurence il en fallut onze (la moiti�e en

employant les pointill�es,mais c'estmalheureusement encore trop pourT

E

X).

De quoi s'agit-il ? Le groupe sym�etrique, �gur�e comme un permuto�edre,

se d�ecompose en hexagones et losanges. Les travaux de Yang & Baxter

imposent de pond�erer chaque arête du permuto�edre par un param�etre, de

sorte que chaque hexagone soit du type :
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et chaque losange du type :
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On s'aper�coit vite que le choix des param�etres pour les arêtes issues de

l'origine du permuto�edre d�etermine le poids de toutes les autres arêtes, de

sorte que pour le groupe sym�etriqueS(n), on a seulement n�1 param�etres

correspondant aux transpositions simples (i;i+ 1), i variant de 1 �a n� 1.

Or il est �equivalent de pond�erer les arêtes, ou de prendre la somme, pour

une permutation � donn�ee, des poids des arêtes sur un chemin menant

de l'origine �a �, car les conditions de Yang-Baxter font que cette somme

est ind�ependante du chemin choisi. On peut donc l'appeler un potentiel de

Yang-Baxter.

En normalisant le potentiel de l'origine �a 0, on a donc pour le groupe

sym�etrique S(3) :
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Mais les conditions de Yang-Baxter sont surabondantes pour l'existence

d'un potentiel, c'est-�a-dire d'une fonction sur les sommets du permuto�edre,

les di��erences de potentiels �etant le poids des arêtes. Pour S(3), cette

existence n'impose qu'une �equation, alors que l'on a 6 arêtes. Relâchons

donc les contraintes et prenons comme conditions (marquant �a gauche les

poids, �a droite les potentiels) :
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et en gardant les mêmes conditions pour les losanges :
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Ces conditions entrainent l'existence d'un potentiel que nous appellerons

potentiel Yin, repr�es�esent�e sur la partie droite des �gures.

Tout permutation au sommet d'au moins un hexagone ou un losange a

son potentiel d�etermin�e par celui des autres permutations
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Un potentiel Yin sur le permuto�edre est donc d�etermin�e par le potentiel des

permutations qui ne sont au sommet d'aucun hexagone, ni aucun losange,

c'est-�a-dire des permutations ( en tant que permutation de 1; : : : ;n) qui

n'ont qu'une descente:
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:

Les permutations de ce type sont dites grassmanniennes, et leur ensemble

est not�e Gr. L'indice k tel que �

k

> �

k+1

est dit position de la descente en

k et l'ensemble des permutations grassmanniennes ayant une descente en k

est not�e Gr

k

.

Dans ce qui suit, nous montrons que les potentiels Yin des permutations

grassmanniennes sont lin�eairement ind�ependants.

Par exemple, pour S(3), il y a 4 permutations grassmanniennes et la

�gure ci-dessus donne le potentiel du sommet sup�erieur en fonction des

autres.

PourS(4), il y a 11 permutations grassmanniennes, qui sont plac�ees dans

un cartouche, �gure 2. Voici les potentiels des autres permutations (x

0

est

le potentiel de 1234) :
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Permutations grassmanniennnes

En r�esum�e et pour être plus pr�ecis : un potentiel Yin est une application P

du groupe sym�etrique dans un groupe commutatif, qui v�eri�e les conditions

suivantes,pourchaquepermutation�ettoutepairedetranspositionssimples

�;� telles que `(��) > `(�), `(��) > `(�) :

P (����)� P (���)� P (���) + P (��) + P (��)� P (�) = 0

si �;� ne commutent pas, et dans le cas contraire :

P (���)� P (��)� P (��) + P (�) = 0 :

Dans la repr�esentation graphique donn�ee au paragraphe pr�ec�edent, nous

avions �gur�e sur les arêtes les di��erences de potentiel.

Nous avons besoin d'un ordre sur le groupe sym�etrique qui est dû �a

Ehresmann (et usuellement appel�e ordre de Bruhat). En fait, nous n'avons

besoin que de la comparaison d'une permutation grassamnnienne g et d'une

permutation g�en�erale �, qui est donn�ee par la r�egle explicite suivante :

soit k la descente de g, et �

1

; : : : ;�

k

la suite obtenue par r�eordonnement

croissant de �

1

; : : : ;�

k

. Alors

g � �, fg

1

� �

1

; : : : ;g

k

� �

k

g :

A toute permutation �, associons l'ensemble des permutations grassman-

niennes plus petites qu'elles pour l'ordre d'Ehresmann et consid�erons le

potentiel P �a valeurs dans le module de base les g 2 Gr :

� 2 S(n)) P (�) :=

X

g��

g 2 �

g2Gr

Zg :



5

THEOR

�

EME.| Le potentiel P (�) =

P

g��

g v�eri�e les conditions de Yin.

Preuve. | Le potentiel se d�ecompose en la somme directe des potentiels

P

g

, g 2 Gr, d�e�nis par :

P

g

(�) =

�

1

0

selon que g � � ou non .

Il nous faut donc montrer que chaque potentiel P

g

v�eri�e les conditions de

Yin.

Soit donc une permutation � au sommet d'un hexagone ou d'un losange

et g une grassmannienne �xe de descente k. Tenant compte de la transitivit�e

de l'ordre d'Ehresmann, les seules con�gurations qui ne respectent pas les

conditions Yin sont :

1

0 0

0 0

0

;

1

1 1

0 0

0

;

1

1 1

1 1

0

;

1

0 0

0

;

1

1 1

0

:

Or, dans un hexagone ou un losange, la moiti�e des arêtes, ou toutes les

arêtes, sont di��erentes de �

k

, et donc les potentiels aux extr�emit�es des dites

arêtes sont �egaux, ce qui n'est pas le cas des con�gurations ci-dessus

Le potentiel P permet de caract�eriser l'ordre d'Ehresmann-Bruhat :

� � � , P (�) � P (�)

(l'in�egalit�e voulant dire que P (�)� P (�) est �a coe�cients � 0).

En fait, la restriction du potentiel aux permutations bigrassmanniennes

(i.e. g 2 Gr et g

�1

2 Gr) est le "plus petit" potentiel codant l'ordre d'

Ehresmann-Bruhat (cf [LS7]). Le groupe sym�etrique se plonge dans un

treillis dit treillis enveloppant, qui est distributif et a pour g�en�erateurs les

permutations bigrassmanniennes. Ce treillis est donc pav�e par des losanges

et le potentiel � ! Q(�) :=

P

g2Gr;g

�1

2Gr;g��

g induit un potentiel Yin

sur le treillis enveloppant du groupe sym�etrique.

L'ordre d'Ehresmann-Bruhat sur les groupes de Coxeter �nis plus

g�en�eraux est d�ecrit par Geck et Kim [G-K].

Le fait que chaque potentiel P

g

v�eri�e les conditions de Yin peut être

illustr�e comme suit : soit g 2 Gr

k

et [g � ] l'intervalle des permutations

� : � � g. Alors le compl�ementaire de [g � ] dans S(n) est un intervalle.

Pour toute � 2 S(n), et toute transposition simple � telles que � 2 [g � ] et

�� 62 [g � ], on a de plus que �� < � et que � est la transposition (k;k+1).
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Incidemment, le compl�ementaire de [g � ] est un intervalle biprincipal (i.e.

ayant un seul �el�ement sup�erieur) ssi g est bigrassmannienne (cf. [LS7]).

Il y a une seule grassmannienne qui ne soit pas bigrassmannienne pour

S(4), �a savoir g = 2413. La �gure 1 montre la d�ecomposition du groupe

sym�etrique en deux intervalles ( P

g

(�) = 0 et P

g

(�) = 1) qu'elle induit,

l'intervalle [2413 � ] �etant repr�esent�e en gras :

2413

2143

1324

1234

3241

2341 3214

23143124

2134

3142

4132

1432 4123

1423 1342

1243

4321

4312 4231 3421

243134124213

En�n le nombre des grassmanniennes de S(n) est 2

n�1

� n+ 1; c'est donc

la dimension du module des potentiels de Yin sur le permuto�edre :

n = 3 4 5 6 7 8

4 11 26 57 120 247
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Tableaux de Young

J'ai d�ej�a mentionn�e l'exp�erimentation comme activit�e combinatoire. O�u

donc observer un potentiel de Yin ? Une r�eponse est apport�ee par le fameux

jeu de taquin, dû �a M.P. Sch�utzenberger [MPS1], [MPS2].

Plus pr�ecis�ement, on n'a besoin que du taquin sur les tableaux �a deux

lignes, le d�eplacement des pi�eces �etant contraint par le respect des conditions

de croissance (stricte dans les colonnes, large dans les lignes) :

2 6

1 2 4 7

�

 !

2 2 6 7

1 4

Plus g�en�eralement, un tableau (cf. [Kn]) est un remplissage d'un intervalle

�ni principal du plan N�N par des entiers de sorte que chaque colonne (lue

de bas en haut) soit strictement croissante, et chaque ligne (lue de gauche

�a droite) soit croissante au sens large.

Le jeu de taquin sur les paires de lignes cons�ecutives induit une action

du groupe sym�etrique qui est duale de l'action sur les valeurs des pi�eces

d�e�nie en [LS1].

A dire vrai, une grande partie de mes travaux avec M.P. Sch�utzenberger

consiste �a appr�ehender les propri�et�es du groupe sym�etrique �a travers des

repr�esentations planaires o�u les tableaux de Young tiennent une place de

choix. Les textes [LS3] et [LS4] utilisent l'action du groupe sym�etrique sur

les colonnes des tableaux de Young pour associer �a chaque tableau une

permutation et d�ecrire ainsi la postulation-des-�br�es-inversibles-au-dessus-

des-sous-vari�et�es-de-drapeaux, [LS1] veut expliquer en quoi les fonctions

de Schur non commutatives sont sym�etriques ( les modernes parleraient de

graphes cristallins des groupes de type A

n

).

Revenons �a la permutation des lignes d'un tableau. Appelons mots

francs les di��erents n-uples de lignes que l'on obtient �a partir d'un tableau

�a n lignes en it�erant la transposition de deux lignes cons�ecutives. Plus

pr�ecis�ement, notons �

k

la transposition de la k-i�eme et k + 1-i�eme lignes

(lignes �eventuellement vides si k est trop grand).

De la construction donn�ee en [LS1] r�esulte que le groupe engendr�e par

les �

k

, k = 1; : : : ;n� 1, agissant sur les tableaux �a n lignes, est isomorphe

au groupe sym�etrique : les �

k

v�eri�ent les relations de tresse.

En d'autres termes, puisque les actions sur des paires de lignes disjointes

n'interf�erent pas, l'assertion se r�eduit essentiellement �a montrer que pour

tout tableau �a trois lignes, les deux op�erations �

1

�

2

�

1

et �

2

�

1

�

2

produisent

le même objet :
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6

3 4

1 2 5

�

2

�!

3 6

4

1 2 5

�

1

�!

3 6

1 4 5

2

�

2

�!

3 4 6

1 5

2

6

3 4

1 2 5

�

1

�!

6

3 4 5

1 2

�

2

�!

3 4 6

5

1 2

�

1

�!

3 4 6

1 5

2

;

les objets interm�ediaires �etant des mots francs �a trois lignes correspondant

aux 4 permutations de S(3) autres que 123 et 321 (le terme franc a �et�e

choisi par M.P. Sch�utzenberger, sans r�ef�erence �a Clovis).

On note que dans le passage d'un tableau �a deux lignes au contretableau,

certaines lettres montent d'un �etage et les autres restent au même niveau.

On peut donc d�ecider d'enregistrer les lettres qui montent, ce que nous

avons fait pour le tableau d�ej�a choisi :

6

3 4

1 2 5

f3g

�!

3 6

4

1 2 5

f1;5g

�!

3 6

1 4 5

2

f4g

�!

3 4 6

1 5

2

6

3 4

1 2 5

f5g

�!

6

3 4 5

1 2

f3;4g

�!

3 4 6

5

1 2

f1g

�!

3 4 6

1 5

2

Comme les lettres peuvent monter �a plusieurs reprises, on ne peut garder

la notation ensembliste pour d�esigner les d�eplacements cumul�es.

Pour �eviter toute ambiguit�e, on prendra comme lettres x

1

;x

2

; : : : au lieu

de 1;2 : : : et l'on d�e�nira le potentiel d'un mot franc t comme la somme :

P (t) :=

X

x

h(x)x ;

o�u x parcourt le mot franc et o�u h(x) est la hauteur de la lettre (compt�ee

�a partir du bas). Par exemple :

P

0

@

3 6

4

1 2 5

1

A

= 1(x

1

+ x

2

+ x

5

) + 2(x

4

) + 3(x

3

+ x

6

)
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THEOR

�

EME. | La fonction potentiel sur les mots francs v�eri�e les

conditions de Yin.

Preuve. | On est r�eduit �a examiner les hexagones correspondant �a un

tableau �a trois lignes. Pour l'exemple pr�ec�edent ( l'hexagone est horizontal,

et l'origine, de gauche) :

x

1

+x

5

�!

x

3

% &

x

4

x

5

& %

x

1

�!

x

3

+x

4

Mais il est facile de voir que les lettres qui se d�eplacent �a la premi�ere et 3�eme

�etape, et pas �a la 2�eme dans le chemin sup�erieur, doivent se d�eplacer �a la

2�eme �etape du chemin en bas, puisque les deux chemins m�enent au même

objet �a droite. Il n'y a pas plus de di�cult�e �a reconstituer l'histoire des

lettres qui se d�eplacent deux fois, et ainsi �epuiser tous les sc�enarios possibles

UnpotentielYin�etantd�etermin�esparlepotentieldesgrassmanniennes, les

potentiels desmots francs obtenus�apartir d'un tableau sontdoncd�etermin�es

par l'incr�ement de potentiel entre chaque permutation grassmannienne et

son pr�edecesseur (pour l'hexagone pr�ec�edent, ce sont les 
�eches inclin�ees).

On peut noter que pour des mots sans r�ep�etition de lettres, il est �equivalent

de se donner un mot franc t ou son potentiel P (t), les lettres sur la k-i�eme

ligne �etant celles a�ect�ees du coe�cient k ddans P (t).

Les 23 mots francs obtenus �a partir du tableau :

8 1619

3 121315

2 6 9 1017

1 4 5 7 111418

sont donc d�etermin�es par les di��erences de potentiel marqu�ees par la �gure

2, o�u les permutations grassmanniennes �gurent dans un cartouche :
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3412

3,12,13,17

4321

4231

2143

1234

4312

4213 2431

3421

3241

32143142

4132

1432 2413 23414123

2314312413421423

1243 1324 2134

6,9,10,18

6,17,18

11,14,18 12,13
6,17

6,9,17,18 4,11,14,18

17 1211,18

Parexemple, lepotentielde lapermutation3214,qu'onobtientencompl�etant

l'hexagone en bas �a droite, est x

6

+ x

12

+ x

13

+ x

17

, et l'identit�e :

P (3241)� P (3214) = P (2341)� P (2314)

donne �nalement :

P (3241) = x

4

+ x

6

+ x

11

+ x

12

+ x

13

+ x

14

+ x

17

+ x

18

:

La compatibilit�e des potentiels Yin avec l'ordre d'Ehresmann-Bruhat peut

se d�ecrire ainsi : �etant donn�e un tableau, prenons un sous-ensemble arbitraire

E des lettres qui composent le tableau. Alors l'ensemble des mots francs

obtenus par jeu de taquin sur les paires de lignes du tableau, en n'autorisant

que les transpositions qui ne d�eplacent pas verticalement les lettres de E ,
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est un intervalle pour l'ordre d'Ehresmann-Bruhat. Par exemple, si l'on

n'autorise pas le d�eplacement de x

3

, la �gure pr�ec�edente se d�ecompose en

les deux intervalles [1234 ;3421] et [4123 ; 4321] :

4321

3

2143

1234

2431

3421

3241

321431421432

1243 1324 2134

2314312413421423

2413 2341

3412

4231

4213

4123

4132

4312

3

3

3

On touche l�a �a une propri�et�e qui nous avait servi, �a la suite de la note [LS2], �a

donneruneversionnoncommutativedespolynômesdeSchubert.L'ensemble

d'interdiction est cette fois-ci l'ensemble des lettres de la premi�ere colonne

du tableau.

J'ai expos�e une partie de cette construction �a la "Rota Festchrift" de

Strasbourg. Nous ne l'avions point publi�ee, car nous n'avions pas d'ex-

plication naturelle de l'apparition d'intervalles pour l'ordre d'Ehresmann

(ce qui me semble maintenant corrig�e par les potentiels Yin). Nous avons

pr�ef�er�e donner d'autres versions dans [LS3], [LS5] et [LS6], en particulier

en utilisant les di��erences divis�ees isobares, ou en utilisant le jeu de taquin

sur des colonnes cons�ecutives (il faut alors garder en m�emoire le nombre de

fois o�u les lettres restent �a gauche, au lieu d'enregistrer leur hauteur).
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