PRODUIT DE KRONECKER DES REPRESENTATIONS

DU GROUPE SYMETRIQUE

par A. Lascoux

Préambule - Le probléme examiné ci—dessous est depuis le début du sidcle
considéré trouver sa solution dans la formule d'orthogonalitd des caractéres
diie 3 Frobenius : il est proposé& de calculer un certain entier positif en
multipliant terme 3 terme trois colonnes de la table des caractéres du groupe
symétrique et en sommant les entiers obtenus. Outre que cette méthode ne permet
pas de comprendre pourquoi l'op&ration conduit 3 des entiers positifs, elle a
le fort désavantage de nécessiter la connaissance de la table compiéte des
caractéres (tableau 600 x 600 pour G;ZO’ le dernier que l'on comnaisse actuel-

lement ; 600 x 2 multiplications suivies de 600 additions pour obtenir un

entier qui a de trés fortes chances d'étre inférieur i 10 !).
C'est une des raisons pour laquelle l'auteur et M.P. Schiitzenberger s'inté-
ressent & la combinatoire des tableaux de Young, le présent travail faisant

partie de cette &tude. Malheureusement, la solution apportde n'est que partielle,
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contrairement au cas du produit “externe' (régle de Littlewood-Richardson-—
Schiitzenberger, voir 1'annexe). Nous renvoyons au Colloque de Strasbourg pour

les développements de la théorie des tableaux jusqu'en 1976 (2.

Le mot "produit" associé au concept de groupe symétrique, peut s'entendre
de nombreuses manidres : produit dans le groupe tout d'abord, mais aussi
produit des représentations, produit de groupes symétriques qui induit un
produit "externe" de représentations, etc..., sans compter que chacune de ces
opérations a sa traduction en terme de caractdres, de polyndmes symétriques,

de groupe linéaire, ou de monoide libre et méme plaxique.

Nous &tudions ici le produit dit de Kromecker (produit des caractéres, ou
produit "interne" des représentations) en adoptant un point de vue qui présente
l'avantage de relier différentes opérations élémentaires, comme 1'indique le

diagramme suivant :

Groupe symétrique ]\\‘\\\\\\\\\i

Représentations des A - .
produit Monoide libre
roupes symétriques . J N N B,
group I q inversion
groupes linédaires produit
fonctions symétriques schuffle

i d

Monoide plaxique

produit interne //// ‘”,ww*”“”fww”
p—
&

inner plethysm

l

produit extérieur

produit

Lr—””—ﬂ—‘— cyclage

catabolisme &

Ensemble des

produit tenscoriel partitions

produit de fonctiomns anabolisme
de Schur

—— 5 : énoncé du théoréme
=3 : démonstration du théoréme
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Nous énongons sans plus attendre le th&oréme central, les explications né-
cessaires 3 la compréhension du discours &tant apportées au fil de la démons-
tration, et nous renvoyons & 1'annexe, pour les définitions relatives au

monoide plaxique, tableaux de Young et représentations, le lecteur non familier

de cette théorie (wenvoi figuré par le signe (Ai))'

THEOREME - Soient I,J,H des partitions de méme poids n, I et J &tant des

Equerres, et soit (I,J,H) le coefficient de Clebsch-Gordan indexé par ce

triple du groupe symétrique Gn.

Alors, 1l'ensemble des mots

fww' :wRl =1 ,wRl =J, v et w' hyperstandards}

contient exactement (I,J,H) x dimH mots w'" tels que w'R1| = H.

(les mots standards, a fortiori hyperstandards, peuvent &tre considérés comme
des Eléments de 6n et w.w' désigne le produit dans Gn , dimH é&tant la
dimension de la représentation irré&ductible d'indice H de ce groupe).
Démonstration : L'induction sur les sous—groupes de Schur du groupe symétrique
donne une relation entre produit intérieur et produit extérieur des représen-—
tations (A5,A6) (cf. Littlewood, (1)).

Dans le cas oi I et J sont des équerres (Al3), cette relation se

traduit ainsi

PROPOSITION - Soit J = (l...l1 m~r) , notée (lrn—r) , J' = (1
T
(ln_p_]pﬂ), et H une partition de poids n , alors la somme des deux

r_ln-r-f-l) ,

coefficients de Clebsch-Gordan (AS)

(I,J,H) + (1,3',H)

est la multiplicité (A2) de H dans la représentation suivante

(p*tl-1r) x r x ln—p-l @ (p+2-r) x (1r-1) x ln-p-Z

® (p+3-r) x (11r=-2) x 1 ®...® (p+tr-r) x 1r x 1

n-p-3 n~p-r
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(K x K' = K" désigne le produit extérieur (A6) des représentations d’'indices

resp. les partitioms K, K', X").

Remarque — La régle de Gamba-Radicatti (cf.l) donme le coefficient (I,J,H)

lorsque 1l'une des partitions est 1l'équerre In-1.

Nous devons donc, pour démontrer le théoréme, le supposant connu par
induction sur les &querres pour le triple I,J',H, caractériser la multiplicité

de H donnée par la proposition comme le cardinal d'un certain ensemble de

t

mots standards (Al12) w.w' . Or pour que w soit hyperstandard avec

w'R=J ou J', il faut et il suffit d'aprés (Al2) que w' appartienne 3
1'ensemble des schuffles (A7)
{(n...n*r)ﬁg(l...n-r~l)} R

1'hypothése sur w é&tant équivalente A ce que w appartienne & l'ensemble des
schuffles

{( (n...p+2) N(1...p) ) p+1} .
On décompose ce dernier ensemble suivant le facteur droit de w de
longueur r (supposant par exemple r£p)
{C (o prDmw(i...p) ) pe1} = WU ...UW

1 q
avec

=
#

) {( (n...p+2)M/(1...p~x+1) ) p-r+2...p p+lf

W, = {( (n...p*3)!§%l...p—r+2) (p+2 M(p-r+3...p) ) p+q

=
1]

{{(n. Spt It ML L apTHq)) ({p*q...p+2) MAp-T+q+i...p)) PH}

I1 est alors clair que 1l'ensemble {w.w' :wvéwq} n'est autre que

(@ I+ W (1L pmrra) Mp+1 ((p. . . p-r+a+ DM (p+2.. .p+q)) )
Or {p+1((p...p—r+q+l)AkTp+2...p+q))} est l'ensemble des mots dont

le redressé (All) est le tableau &querre p+l...p+l-r+q p+2...p+q et 1l'on
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conclut, 2 1l'aide de la formule L.R.S. (Al4) que
#{w.w' : wé'wq R (w.w’)Rl = H}

est la multiplicité de H dans le produit -+ x 1 x (1
ultip produ (p~r+q) n-p-q (r_qq}

Q.E.D.
exemple : Prenons =2 ; on impose donc & w' la condition d'€tre hyperstandard,
son redressé &tant de diagramme 1 ! n~2 ou | n~l , c'est-a-dire
w'€ {(l 2...n-2)eg(n n-l)j.

La démonstration précédente consiste # décomposer l'ensemble des mots w en
deux sous—ensemble dans le cas de 1r=2 :

{((...p+2)W(1...p)) p+l1} = {((n...p+2)M(l...p—1)) p p+i}

U [((a...p+3)W(1...p)) p+2 p+3]
ce qui induit la décomposition suivante de 1'ensemble {w.w'}
{(n...p+2)lﬂ(l...p—l)&(p+l p}u {(n...p+3)M(]...p)M(p+l p+2)}

qu'il suffit d'interpréter alors & l'aide de la régle de Littlewood-Richardson-

Schiitzenberger pour comnclure.

Remarque ~ La démonstration précédente montre aussi que si un mot appartient 3
1'ensemble {w.w'} , alors tous les mots qui lui sont plaxiquement &quivalents
(A10) appartiennent i ce wéme ensemble. Comme de plus les mots w.w' sont

distincts, l'ensemble w.w' est donc une union disjointe de classes d'dquiva-
lence, qu'il suffit de caractériser par leurs &léments distingués que sont les

tableaux (All). On a donc :

THEOREME bis — Sous les mémes hypothéses que dans le théordme précédent, 1l'en-—

semble {w.w'} contient exactement (I,J,H) tableaux de forme H.

Exemple d'utilisation des deux théorémes

On &tudie le cas de I =J =11 3.
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Les mots w hyperstandards dont le redress& a pour diagramme 113 sont
54123 , 51423 , 51243 , 15243 , 15423 , 12543

Ces mots sont A considérer comme des permutations dont il faut calculer

tous les produits deux & deux :

54123 51423 51243 15243 15423 12543
54123 32541 35241 35421 53421 53241 54321
51423 32514 35214 35124 53124 53214 51324
52143 34512 35412 35142 53142 53412 51342
15243 34152 31452 31542 13542 13452 15342
15423 32154 31254 31524 13524 13254 15324
12543 34125 31425 31245 13245 13425 12345

|

Les tableaux sont soulignés, le décompte est :

H= 5, | tableau : 12345 , I mot (123,123,5) = 1 3 g
H= 14 , 1 tableau : 31245 , 4 mots (123,123,14) = 1 g %
H= 23 , 2 tableaux : 34125 et 35124 , 10 mots (123,123,23) = 2 g g‘
H= 113 , 1 tableau : 53124 , 6 mots (123,123,113) = 1 $ é 5
H= 122 , 2 tableaux : 32514 et 53412 , 10 mots (123,123,122) = 2 g‘ °
H= 1112 , 1 tableau : 53214 , 4 mots (123,123,1112) = 1

H= 11111 , 1 tableau : 54321 , | mot (123,123,11111) =1 J

CAS GENERAL -

Considérons le cas ol 1'on n'impose plus & I et J d'étre des &querres ;
l'ensemble de mots décrit dans 1'&noncé du théordme se décompose en sous-—
ensembles dont les cardinaux ne sont plus des multiples des dim H respectifs.

Par exemple, dans le cas oi I =J = 123 , les coefficients calculés sont donnés

par le tableau suivant, la deuxidme ligne &tant celle des coefficients de

Clebsch-Gordan :
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H = 6 15 24 33 114 123 222 1113 1122 11112 111111
obtenus 1 2 3,1 4,1 1,8 4,9 4 1,8 3,1 2 1
attendus | 2 3 4 2 5 4 2 3 2 1

Nous n'avons pas encore réussi i déterminer le domaine de validité de la
thode, i.e. déterminer le domaine des partitions pour lesquelles l'entier le

us proche du coefficient obtenu est bien le coefficient de Clebsch-Gordan.

ANNEXES

Représentations du groupe symétrique en caractéristique zéro

Al

A2

Les représentations irr&ductibles de (5n sont en correspondance
biunivoque avec les partitions I de poids n (i.e. I = (i],...,i ),
0éi¢...si ,2i=n, noté |1l =n).

La trace de la matrice représentant un élément o'GGn dans la

représentation d'indice I est notée XI((r) ; X Gn'—* Z est le

I
caractére de la représentation.

Les partitions indexent aussi les représentations irréductibles
positives du groupe linaire Gl(m) (l'entier m est indépendant de n),

et donc une partition 1 définit un foncteur

SI : Modules localement libres ~~~~» Mod. loc. libres

dit foncteur de Schur d'indice I ; ainsi, S est la n-idme puissance
’ > “ooon —

symétrique, et So°1 1 la n-iéme puissance extérieure.

La valeur de SI en un module libre, somme de modules de rang |

A,B,... est symétrique en A,B,... j c'est la fonction de Schur
d'indice I en ces variables.
Toute représentation (du groupe linéaire ou du groupe symétrique)
se décompose en une somme directe de représentations irréductibles, et le
nombre de facteurs isomorphes & la représentation irréductible d'indice I

est dit multiplicité de I dans la représentation.
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On congoit & ce point que la correspondance entre représentations
du groupe symétrique, du groupe linéaire, partitions et fonctions symétri-
ques, permette de traduire toute opération de l'une de ces théories

dans les autres.

Prenons par exemple le produit des caractéres : si VI est l'espace

de la représentation irréductible de (gn (resp. VJ), alors V_ & VJ est

I

1'espace d'une représentation (produit de Kronecker) qui se décompose en une

somme directe : les multiplicités sont notées (I,J,H) et ditescoefficients

de Clebsch-Gordan. Le caractdre de cette représentation est * = YT' x-,

clest-3-dire X {(g¢) = 7(1(0').'XJ(0') : c'est le produit des caractéres.

En ce qui concerne le groupe linéaire, ou les fonctions symdtriques,
cette opération est dite inner plethysm : c'est la décomposition des
puissances symétriques d'un triple produit tensoriel de modules localement
libres

~)
S, (EEFEC™ @ (I,J,H) SEBSFHSSG

I1 est alors clair que le coefficient (I,J,H) est symétrique en les trois

partitions.

Mais nous avons aussi besoin du produit extérieur des représenta-
tions des groupes symétriques. Le groupe @Sp X an_p peut €tre considéré
comme sous—groupe de (gn' La représentation irréductible d'indice (I,J),
oi 1 est une partition de poids p , J une partition de poids n-p, de
GI)XGBn_P induit une représentation de @Il qui est dite produit exté-

LS.

rieur et 1'on en note les multiplicités (SI'SJ -

Le produit extérieur n'est autre que le produit tensoriel des
représentations pour €l(m), ainsi que le produit des fonctions symétriques:
E
SI [}

~J
ER® (5.8, 8) SE

pour tout module localement libre E.
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AlO

Monoides libre & plaxique

Soit A un alphabet, A* le monofde libre qu'il engendre. Le
produit de deux mots est noté& par juxtaposition (concaténation)
W, W'eanoy ww'. Plus généralement, &tant donné deux mots w , w' de

longueurs respectives n , n' , 1'ensemble {w!!w'} des schuffles de

w , w' est l'ensemble (avec répétition) des mots qui sont union de w et

w' (en conservant l'ordre respectif des lettres de w et w'). Ainsi

{1244/34§={1234 , 1324, 1342 ., 3124 , 3142 1412}
et
{1244/2} = {122, 122, 212]
Dans ce qui suit, on suppose un ordre total sur 1'alphabet
1€2€3 ... Unmot w= X X,... est une ligne si x]s %,
Une ligne est supérieure # une autre w' si longueur(w) £ lg(w')

1 t
et X7 X, X7 Xy seen

Tout mot admet une factorisation unique en un nombre minimal de lignes

w o= x1x2‘x3x4x5|x6... (on coupe 1le mot & chaque place ol xi>xi+]).
Un mot t est un tableau si pour sa factorisation canonique en lignes
t = WW,.., alors chaque ligne w, est supérieure & la suivante LIPeE
La suite des longueurs des lignes d'un tableau est donc une partition

qui est dite diagramme ou forme de t et notée ¢tl.

‘s % . . ~
On considére sur A les relations suivantes, dfies 3 Schensted

Vx€A, Yw ligne , wx = yw , ol y est la premiére lettre (si elle
existe) de w telle que y»>x , et w' est la ligne obtenue de w en

changeant y en x.

P - . . x .
Définition - Le monoide plaxique est le quotient de A~ par les relations

de Schensted.

(Knuth a montré qu'il suffisait de considérer les relations pour les lignes

de longueur 2).
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Il est peu commun de pouvoir d la fois donner une présentation
d'un monoide et de décrire ses &léments ; c'est 1'avantage du monolde

plaxique

Théoréme - Dans chaque classe d'équivalence plaxique de A% , il existe

un tableau et un seul.

L'opération mot ~~» tableau équivalent est dit redressement et
notée wa~~> wWR (la meilleure description de cette opération est le

"jeu de taquin" de Schutzenberger, cf (2)).

Parmi les tableaux de méme forme, on distingue le tableau hyper-
standard : c'est celui obtenu par numérotation réguliére des lignes comme
suit coo]60..7]4...5[12...3 ; un mot est dit hyperstandard si et
seulement s'il est &quivalent & un tableau hyperstandard.

Un mot est standard si aucune lettre n'est répétée.

Exemple : les mots hyperstandards é&quivalents au tableau de diagramme

équerre I = ln_pp sont les schuffles ( (n...p+DM(1...p~1) Jp.

L'importance du monoIde plaxique tient essentiellement & ce que
l'on peut remonter i l'algébre de ce monolde des opérations de 1'algébre
des polyndmes symétriques (ou des représentations des groupes symétrique
et linlaire, ainsi qu'il a &t& vu ci-dessus). Le premier résultat en ce

sens est la régle de Littlewood-Richardson (cf. 2), généralisée depuis

Régle de Littlewood-Richardson-Schitzenberger

Soit A]U AIU ... une segmentation de l'alphabet totalement
ordonné A. Soit t] un tableau dans AT de forme Il N t2 dans A;
de forme I,,... Soit H wune partition de poids IIII + lsz ...
Alors

le cardinal des mots w : wR = H , wé{wl/_l_f/_wzﬂ...}w =t

1EE e
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est égal a

(8. .8 [ SH) dimH
1 2

ol le premier coefficient est celui de la décomposition du produit
extérieur (A6) et dimH est la dimension de la représentation irréducti=-
ble du groupe symétrique d'indice H.
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