
LA RESULTANTE DE DEUX POLYNOMES 

Alain LASCOUX 

R@sum@ - Apr~s avoir rTtabli l'@quation r@sultante de deux polynTmes 

dans son sexe originel, nous montrons que la th@orie des fonctions 

sym@triques fournit sans calcul de nombreuses expressions d@terminan- 

tales de la dire r@sultante, et plus g@n@ralement, du plus grand 

commun diviseur. 

La r@sultante de deux polynTmes a @t@ l'objet de maintes recher- 

ches depuis le 18~me siTcle, 6tant au coeur de la thTorie de l'@li- 

mination. On la trouvait d@velopp@e dans tousles livres d'alg~bre 

du siTcle dernier. De nos jours, sa part s'est malheureusement r@- 

duite ~ une expression d@terminantale attribu@e ~ Sylvester. Voil~ 

sans doute qui explique la red@couverte p@riodique de certaines de 

ses propri@t@s [cf. Gerber, Householder] . Nous puiserons la majorit@ 

de nos rTf@rences dans les cinq livres de [Muir] qui r@sument la 

majorit@ des formules d@terminantales de la littTrature (mathTmati- 

que) jusqu'en 1920. 

i. SYMETRIE - 

La d@finition de la r@sultante de deux polyn~mes remonte ~ Euler 

et Bezout, si ce n'est plus t6t. Supposant les polyn~mes P et Q 

totalement factoris@s, i.e. P : Za c A (x-a) et Q : n b (x-b) 
B 

A et B @tant les deux ensembles de racines, alors par d@finition 

(1,1) R(A,B) : Z (a-b) 
a E A,b c B 

est la r@sultant~et tout polynTme en les a c A et les b c B qui 

s'annule quand P et Q ont une racine commune est divisible par 

R (A~B) . 

Bien entendu, on ne va pas chercher les racines des deux polynT- 

mes - problTme dont [ Ruffin~ , puis Galois ont montr@ la difficult@ 

alg@brique ; c'est la sym@trie en les a c A, ainsi qu'en les b E B 

qui fournit la m@thode la plus directe d'@valuer la r@sultante. Nous 

avons donc besoin de quelques d@finitions relatives aux fonctions 

sym@triques [Macdonald] . 
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b 
Soit M une matrice, k un entier positif, I = (il,...,ik)6 ~" , 

j 6 zk. On note MI, J le mineur pris sur les lignes i I + l,...,ik+k 

et les colonnes Jl+l ..... Jk+k (on pose MI, J = 0 si l'une de ces 

lignes ou colonnes n'existe pas ; pour I = (0,...,0) = O k = J, on a 

le mineur "initial" pris sur les k premle~s lignes et k premle~s 

colonnes). 

A toute s6rie formelle Z~ 
0 J 

ses coefficients 

z j Sj , on associe la matrice de 

[ S] = [ Sj_i ] i,j > 0 

avec S. = 0 si j < 0 , et les fonctions de Sehur 
3 

(1.2) Sj/I = [S] i, J , I,J e zk. 

Dans le cas o~ I : O k , on @crit Sj. 

I1 faut noter que le produit des s@ries formelles ou l'inversion 

correspondent au produit des matrices, ou ~ l'inversion. La formule 

de Binet-Cauchy(cf. note) pour les mineurs d'un produit de matrices, 

ou la formule de Jacobi pour les mineurs de la matrice inverse don- 

nent donc les fonctions de Schur pour le produit de deux s@ries ou 

l'inverse d'une s@rie [Littlewood]. 

Etant donn@s deux ensembles A,B d'ind@termin@es (nous dirons 

deux'~iphabets") , les fonctions de Schur Sj/I(A-B) sent les fonc- 

tions de Schur de la s6rie : 

(1.3) HbeB(l-zb)/KaeA(l-za) = Z z j Sj (A-B) 

Avec ces notations, les polyn~mes H(x-a) et ~(x-b) s'@crivent 

respectivement S (x-A) et S (x-B) , met n @tant les cardinaux de 
m n 

A et B. 

On note A+B l'union disjointe de deux alphabets. Les fonctions 

sym@triques sont @crites en supposant toutes les ind@termin~es 

diff6rentes, quitte ~ sp@cialiser ensuite. 

La formule de Cauchy, dont on a fait le deuxi@me axiome des 

l-anneau~est l'expression de H(a-b) (ou, de mani~re @quivalente, de 
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ff(l-ab), de i/Z(l-ab)) comme fonction 

les b c B : 

(1.4) ~aeA,bCB (a-b) : S m(A-B) 
n 

sym6trique en les a E A, et 

(cf. note). 

Factorisant la s@rie Z Sj (A-B) en ZSj (A) .ZSk(-B ), on transforme 

comme suit la formule pr@c@dente : 

(1.5) Z(a-b) = Z Snm/,/i (A) . SI(-B), 

somme sur toutes les partitions I = 0 < i I < i 2 ~< ... <~ i m- 

Brioschi (1854 ;[Muir] II p.349) a donn@ l'expression (1.4) 

du r@sultant en d6finissant les S. (A-B) par : 
3 

a j Q(a)/p' (a) . (1.6) Sj+m-n(A-B) = ~]a E A 

2. METHODE D'EULER ET BEZOUT - 

On doit aux math@maticiens sus-nomm@s un principe tr~s puissant 

pour fournir des multiples du r@sultant : construire, pour un entier 

r quelconque, r polyn6mes de deg r@ < r-i qui s'annulent simultan@- 

ment pour toute racine commune ~ Sm(X-A) e_~t Sn(X-B) . Alors le 

d6terminant des coefficients de ces polyn~mes est un multiple du 

r6sultant, puisqu'il s'annule en m@me temps que lui (la matrice des 

coefficients admet le vecteur propre 1C...C r-I pour toute "racine 

commune" C E {A ~ B}) . On veille usuellement ~ ce que les r poly- 

n~mes soient lin6airement ind@pendants et tels que le d@terminant de 

leurs coefficients soit de degr6 minimum (: mn) en A,B. 

Soit par commodit@ m=n ; Bezout note que pour 0 < j < n-I , 

les n "@quations d@riv@es" 

(2.1) Pj = Sj (x-A).Sn(X-B) - Sj (x-B) .Sn(X-A) 

sont des polynSmes dont le degr@ ne d6passe pas n-I et qui s'annu- 

lent pour toute racine commune dans {A N B}. La matrice des coeffi- 

cients des P. a 6t@ appel6e "Bezoutien" par Sylvester ; (voir 
3 

aussi [Jacobi] ,[Muir]I p.485 et [Muir] III p.343). 

Le Bezouti~ n'est pas identique ~ la matrice 

[ Sn+j_ i(A-B)] 1 < J ,j < n 

il s'obtient ~ partir de cette derni6re par multiplication ~ gauche 
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et ~ droite par la matrice triangulaire [Sj-i(-A)] 1 < i,j < n ' 

le d@terminant du Bezoutie~ est donc bien R(A,B) . Par exemple, pour 

m : n = 3, R(A,B) = S333(A-B) tandis que le Bezouti~n est 6gal 

1 -A S 2 (-A) 

0 1 -A 

0 0 1 

S 3 (A-B) S 4 (A-B) S 5 (A-B) 

S 2 (A-B) S 3 (A-B) S 4 (A-B) 

S 1 (A-B) S 2 (A-B) S 3 (A-B) 

1 -A S 2 (-A) 

0 1 -A 

0 0 1 

S 3 (-B) -S 3 (-A) 

: SA_B2 (-B) -S 2 (-A) 

BS 3 (-m -As 3 (-B) s 2 (-m s 3 (-B) -~eB) S3~) 

S 3(-B)-S 3 (-A)+BS 2(-A)-As 2 (-B) BS 3 (-A)-AS S(-B) 

S2 (-B) -S 2 (-A) S 9 (-B) -S 3 (-A) 

Sylvester pr6f~re @liminer ],x, .... x m+n-] entre les polyn6mes 

Sm(X-A) , Sm+I(X-A) ..... Sm+n_l(X-A ) ; Sn(X-B) , .... Sm+n_l(x-B) et 

obtient ainsi le d6terminant d'ordre m+n suivant : 

(2.2) S o (-A) " " " Sm+n-I (-A) 

S_n+] (-A) . . . Sm(-A) 

So (-B) ... Sm+n_ 1 (-B) 

S-m+I(-B) . .. S n (-B) 

n / 

m 

] 

(voir Jacobi (1835), [Muir]I p.214 ; Sylvester (1840),[Muir] I p.236 ; 

Richelot (1840), [Muir] I p.238 ; Cauchy (1840),[Muir] I p.242). 

Ii faut rioter que, Sin+ j (x-A) @tant 6gal ~ x j Sin(x-A) pour tout 

j ~> 0, ce d@terminant s'obtient en prenant n lignes form@es par les 

coefficients de Sin(x-A), en d@calant d'un cran, d'une ligne ~ l'autre I 

puis m lignes form@es par les coefficients de Sn(X-B). 

Le d6veloppement du d@terminant de Sylvester suivant ses n 

premieres lignes donne une somme de produits de fonctions de Schur 

de -A et de -B ; si l'on revient ~ A, ce qui correspond au change- 

ment d'indice indiqu~ en note, on retrouvera tr6s exactement 

l'expression (1.5) de la r6sultante. Par exemple, la r@sultante 
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de S 3 (x-A) et S 2 (x-B) est @gale ~ $222 (A-B) = 

$222(A) .S000(-B) + S122(A) .S00](-B) + SII2(A) .S011(-B) 

+ S022(A)-S002(-B) + S012(A)-S012(-B) + Sill(A).SIII(-B) 

+ S002(A).S022(-B) + S011(A) .SII2(-B) + S001(A) .S122(-B) 

+ SO00(A) .$222(-B) 

1 -A S 2 (-A) S 3 (-A) 0 

0 1 -A S 2 (-A) S 3 (-A) 

1 -B S 2 (-B) 0 0 

0 1 -B S 2 (-B) 0 

0 0 1 -B S 2 (-B) 

3, LA RESULTANTE PAR DIVISION - 

Le reste de la division d'un polyn~me par un autre est divisible 

par le p.g.c.d, de ces deux polyn~mes. Au lieu de prendre, comme 

pr@e@demment dans la m@thode de Sylvester, les polynTmes 

Sm(X-A), Sm+l(X-A), Sm+2(x-A),... , on peut se contenter de leurs 

restes par S (x-B). 
n 

Voyons tout d'abord comment les fonctions de Schur interviennent 

dans la division. 

Lemme 3.1. - Soient p un entier dans ~, A e__t B deux alphabets, 

n le cardinal de B. Alors 

Sp(X-A) - Sp_n(X-A+B) Sn(X-B) = sn-lo Sj (x-B) .Sp_4 (B-A) o 

En effet, x-A = (x-B) + (B-A) , et donc 

n-i 
S (x-A) : ~ S. (x-B) . S . (B-A) = Z + 
P 3 P-3 o o n 

Or, puisque B est de cardinal n, 

h i> 0~--~Sn+ h(x-B) : x h S n(x-B) ; 

la sous somme S Sj (x-B).Sp_j (B-A) est donc @gale 
n 
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co 

S n(x-B) [~ x h Sp_n_ h(B-A) = S n(x-B) Sp_ n 
o 

(x+B-A) [] 

Le membre de droite de 3.1 est donc le reste de la division de 

S (x-A) par le polyn6me S (x-B) . 
p n 

En particulier, la matrice des coefficients des restesdes polyn6- 

mes S re(x-A) , Sin+ 1 (x-A) , .... Sm+n_ l(x-A) dans la base 

So(X-B) ..... Sn_l(x-B) est la matrice S n(B-A) d@j~ vue en 1.4. 
m 

Corollaire 3.2 - Pour tout p >~ 0, x p ~ x n-I Sk(B) - x n-2 SIk(B) 

+ x n-3 Silk(B) - x n-4 SIIIk(B) + ... modulo le polyn6me Sn(X-B) , 

avec k = p-n+l. 

Le corollaire r6sulte de (3.1) pour un alphabet A vide ; on 

v@rifie que la somme n~l_ Sj (x-B).Sp_j (B) = 

= E x n-l-i i,j Si+j+l_n(-B) Sp_j (B) se transforme en ce qu'exige (3.2) 

moyennant l'identit@ (cf. note) 

Si(-B) Sk(B) + Si_I(-B) Sk+I(B) +...+ So(-B) Sk+i(B) = (-l) iSlik (B) D 

~narque ~ Si 0 ~< p ~ n-l, un seul terme dans la somme (3.2) est non nul : c'est 

(-i) n-l-p x -D Sln_l_Pk(B) = x p Son_p(B) = x p , cc~ne il se doit. 

Les restes d'autres ensembles de n polyn6mes peuvent donner 

des ~onctions int~ressantes. C'est le cas des S j (B-A-x).Sm(X-A), 

0 ~< j ~< n-i , comme le montre le lemme suivant l(qui est @quivalent, 

par lin6arit6, ~ 3.1). 

Lemme 3.3 - Soient A e_~t B deux alphabets de cardinaux respectifs 

m,n, e t j un entier i> o. Alors SIj (B-A-x).Sin(x-A) -= 

S (B-A) + (x-B) S . 
13m l]m_ 1 (B-A) 

+ S2(x-B) S . (B-A) +...+ Sn_I(X-B) S • (B-I) modulo S (x-B). 
l]m_ 2 13m_ n n 

Le d@terminant des coefficients SlJm_i(B-A) , 0 < i,j < n-i 

des n-i premiers restes est en fait 6gal ~ (-i} ~) S n(B-A) ; 
m 

plus g@n@ralement, toute fonction de Schur Sj/I(B-A) peut s'expri- 

mer comme un d~terminant en les fonctions "@querres" SI...Ik(B-A) 

[L & P]. 
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On peut r@p@ter la division et diviser S (x-B) par le reste 
n 

de la division de S (x-A) par S (x-B), et ainsi de suite ; les 
m n 

coefficients des restes successifs sont, comme plus haut, des 

fonctions de Schur (les "6querres" i...I k sont ~ remplacer par les 

partitions plus g6n6rales I...i k...k, r fois k pour le r-i~me 

reste). Cela donne la r6sultante comme un d6terminant, de la taille 

que l'on d@sire, en fonctions de Schur. C'est ~ [Wronski] qu'il faut 

attribuer les relations entre fonctions de Schur n6cessaires ~ la 

r6currence sur r. 

4. RACINES COMMUNES - 

Le r@sultant R(A,B) est nul si le p.g.c.d de Sm(X-A) et Sn(X-B) 

est de degr6 > 1 ; chacune des matrices que nous avons donn@es dans 

les paragraphes pr@c@dents est alors de rang non maximal. On peut 

faire mieux que de constater la nullit6 du d6terminant des dites 

matrices. Par exemple, le p.g.c.d s'exprime ~ l'aide des mineurs 

d'ordre appropri~ d'une quelconque des dites matrices. Les calculs 

reposent essentiellement sur le lemme 61@mentaire suivant. 

Tout d'abord, @tant donn@ un entier n, J c ~n et n couples 

d'alphabets AI,BI, .... An,Bn, on note Sj(AI-BI,...,An-Bn) la fonc- 

tion (que l'on dira encore de Schur) 

ISjk4k-h (Ak-Bk)[i <~ h,k <~ n 

Lemme 4.1. Soient C 1 ..... C n d~es alphabets tels que card(Cl)<n-l, 

card(C 2) < n-2 .... card(C n) < 0. Alors 

Sj(AI-B 1 ..... An-B n) : ISjk+k_ h (Ak-Bk-Ch)] 

i.e. on peut soustraire C 1 ~ la premi6re ligne, c 2 

... sans changer la valeur de la f onction de Schur. 

la deuxi@me, 

En effet, pour tout entier p et tout alphabet C de cardinal r 

r 
Sp(A-B-C) = Z S (A-B) Sj (-C) . 

j=0 P-J 

La premiere ligne du d@terminant Sj est donc modifi~e par adjonc- 

tion des suivantes puisque card(Cl) ~< n-i ; il en est de m~me des 
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autres, la valeur du d@terminant est inchang@e.[] 

Le lemme 4.1 permet de factoriser certaines fonctions de Schur ; 

cette factorisation est le point central de nombreux articles en 

th@orie de l'@limination ; cependant, il ne semble pas que l'@nonc6 

g@n~ral en ait ~t~ brevet~ avant Berele et Regev, et c'est donc 

ces auteurs , selon les recommandations de [Grothendieck] que nous 

attribuerons le lemme suivant ([Pomey] donne par exemple le cas 

I = 0...0, J = 0...01..i ; [Giambelli (1908)] y ajoute le cas 

J = 0..0 k). 

Lemme 4.2 : Soient p un entier p ositif, A,B deux alphabets de 

cardinaux respectifs m,n, I E ~P , J c ~m. Alors 

S~ 
1 l---ip n+Jl.--n+j m 

(A-B) = S I(-B) .Sj(A) .R(A,B) 

Notons en passant que le lemme 4.2 donne des invariants 

de la suite r@currente {S5 (A-B) } comme d@terminantsisobares; c'est 

une autre approche de cette factorisation dont Euler connaissait 

des cas particuliers. 

Soient A',B',C trois alphabets disjoints, de cardinaux respecdfs 

m-r,n-r,r, A = A'+C, B = B'+C. L'ensemble des "racines communes" de 

Sm(X-A) et Sn(X-B) est C = A n B, i.e. le p.g.c.d des deux 

polyn@mes est Sr(X-C) . 

Ecrivant C = A-A', on peut d@velopper le p.g.c.d : 

Sr(X-C) = Zj Sr_j(x-A) .Sj (A') . 

Les S. (A') nous sont donn@es par le lemme 4.2, au facteur 
3 

pr@s. En effet S[3+ o...oj (A-B) = S[3+o ...oj (A'-B') 

= Sj (A').R(A',B') = Sj (A').SD(A'-B') 

= Sj (A') .S[3(A-B) 

en notant [] et [3 + o...oj les partitions 

R(A' ,B') 

n-r,... ,n-r 

m-r fois 

et in-r, [ . . ,n-rl, n-r+j . 

m- r~- 1 fols 
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Toujours d'apr6s 4.2, 

o < p < r ~--~ S (A-B) = S r_p(-B').R(A',B') .S (A') 
(n-p) m-p (n-p) (n-p) m-r 

est nul puisque Sn_p(-B') = 0 , n-p @tant strictement sup@rieur au 

cardinal de B' ; comme r6ciproquement, pour un sous-alphabet de B, 

B' de cardinal < n-r ~ Sn(-B) = Sn_l(-B) = ... = Sn_r+l(-B)=0 , 

on obtient finalement le lemme suivant. 

Lemme 4.3 : Pour que le p.q.c.d des polyn6mes Sm(X-A) e t Sn(X-B) 

soit de deqr@ r, il faut et il suffit que les d@terminants 

S m(A-B) , .... S m-r+l(A-B) soient nuls et que S O(A-B) @ 0, 
n (n-r+l) 

avec [] = (n-r) m-r. 

Dans ce cas, le p.g.c.d est, au facteur SD(A-B) pr@s, 6gal 

r 

Z Sr_ j (x-A) . S[] + oooj (A-B) . 
o 

La fonction S D + o o o j  (A-B) e s t  l e  m i n e u r  d ' i n d i c e  ( r m - r , o . . o j )  

de la matrice [Sn-h+k(A-B)] I ~ _ _h,k ~ m , e'est-~-dire est un mineur 

de la premi@re matrice qui nous a, en 1.4, donn6 la r@sultante ; on 

n ' @ p r o u v e  p a s  p l u s  de  d i f f i c u l t @  fi i d e n t i f i e r  S[] + o o o j  (A-B) fi un 

mineur des autres matrices dont le d~terminant est la r~sultante. 

Prenons par e x e m p l e  l e  d ~ t e r m i n a n t  de  S y l v e s t e r  ( 2 . 2 )  : 

Lemme 4.4 : Soit r le degr@ du p.g.c.d de Sm(X-A) e_~t Sn(X-B). 

Alors ce di.t p.g.c.d est @gal, ~ une constante, pr6s, au d@terminant 

d'ordre m+n-2r 

S ° (-A) . . . Sm+n_2_2r (-A) Sin+n_ i_ r (x-A) 

S_n+r+l (-A) . . . Sm_r_ 1 (-A) Sm (x-A) 

S O (-B) . . . Sm+n_2_2r (-B) Sin+n_ i_ r (x-B) 
. 

S_m+r+l (-B) . . . Sn_r_ 1 (-B) S n (x-B) 

D~monstration : on peut d@velopper suivant les puissances de x et 

essayer de reconnaitre les fonctions d~j~ rencontr@es en (4.3). Ii 
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est plus simple de constater que ce d6terminant s'annule pour toute 

racine x commune aux deux polyn6mes de d@part, puisqu'alors A-x 

est un alphabet de card m-I d'o~ Sm(X-A) = Sm+ 1 (x-A) :...= 0 et 

similairement Sn(X-B) = Sn+l(X-B) =...: 0, i.e. la derni6re colonne 

est nulle. En outre, le d6terminant est un polyn@me de degr@ <~ r, 

les puissances plus @lev6es de x s'61iminant en soustrayant ~ la 

derni~re colonne x ° fois la premi6re + x I fois la seconde ..... 

Enfin, on trouve comme coefficient de x r la fonction non nulle 

S (A-B) (= R(A',B')) , en d@veloppant le d6terminant suivant 
n r m-r 

s4s- ~-r premi6reslignes comme on l'a fait, pour r:0, en 2.2. [] 

Ii y a de nombreuses mani~res de pr6senter les calculs de ce 

paragraphe ; bien des travaux du si~cle dernier en th@orie de l'@li- 

mination s'y rapportent. Le point de vue le plus instructif est sans 

doute celui d'Euler et Bezout, ~ savoir l'@tude pour tout entier p>~0 

de l'espace vectoriel V engendr~ par les polyn6mes 
P 

Sin(x-A) , Sm+ 1 (x-A) ..... Sm+p(X-A) ~ S n(x-B) ..... Sm+p(X-B) (en supposant 

m ~> n) ; cela revient ~ filtrer l'id@al engendr6 par Sm(X-A) et 

S (x-B) ; si n-p > r = degr6 du p.g.c.d, alors V = {Ix] f (x) , o~ 
n p p 

fp(X) est le p+l-i~me reste de la division de Sin(x-A) par Sn(X-B) ; 

fn-r-i est le p.g.c.d et Vn_r_ 1 : Vn_r :...: Id@al engendr6 par 

S m(x-A) et S n(x-B) . 

Un historique tant soit peu complet est hors de port6e de cet 

expos6 ; voir l'index du cinqui6me volume de [Muir] et les pages 

321-338 de [Pascal]. 

Voici toutefois quelques jalons : 

[Jacobi] donne les restes et quotients successifs, ce qui revient 

r6duire la fraction rationnelle S (x-A) / S (x-B) en fraction con- 
m n 

tinue. La m@thode de [Wronski] pour la s@paration des racines d'un 

polyn~me selon que leur module est sup~rieur ~ 1 ou non conduit aux 

m@mes calculs. L'expression des restes comme des d6terminants du type 

4.4 se trouve dans Sylvester (1840,[Muir] I p.238 ; [Muir] II p.340 ; 

oeuvres, I p.58 ; I p.429-586) , Faa de Bruno (1859,[Muir] III p.327) . 

Abel et Liouville ont donn@ le p.g.c.d lorsqu'il est de degr@ i ; 

[Brioschi] obtient le p.g.c.d dans le cas @6n~ral ~ l'aide des d@ri- 

v6es de R(A,B) en tant que fonction des co6fficients des deux poly- 

n6mes. [Trudi] (1862, [Muir] III p.340 donne le lemme 4.4. [Pomey] 

(1888) exprime le dit p.g.c.d ~ l'aide successivement des Sj (A-B), 
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du Bezoutien et de la matrice de Sylvester ; dens [Weber] (p.188 et 

s) sont utilis~es les @querres SlJk(A-B) . [Giambelli (1908)] montre 

que l'on peut aussi employer un d~terminant en les S. (A) et S (B) 
l 3 

(au lieu des Si(-A) et Sj (-B) dans le d6terminant de Sylvester) . 

5. AUTRES POINTS DE VUE - 

Cayley (1853, Muir II p.138) donne une interpr@tation int~res- 

santa du Bezoutien : il consid~re la forme quadratique 

Q(x,y) : [Sm(X-A) Sn(Y-B ) - Sm(Y-A) Sn(X-B)] / (x-y) = 

[ 1 x...x m-l] [Rij½<i,j<~m [ 1 y ...ym-]]tr 

supposant m ~ n. Cette forme quadratique s'annule quelque soit 

y si x est une racine commune des deux polyn~mes ; le d6terminant 

de Q est done nul quand la r@sultante l'est. En fait, (x-y) Q(x,y) 

est ~gale au d@terminant du produit de I~ x "''y yXm]m par le 

transpos@e I: O(-A) ... S m(-A)] ; la formula de Binet-Cauchy 

LSo (-B) Sm (-B) j 

fournit alors qua la matrice [Qij] est le Bezoutien (voir aussi 

[Schendel] . 

Plus g6n6ralement, @tent donn6s r polyn@mes 

6tudie la fonction sym@trique en Xl,...,x r : 

pl,...,Pr , on 

IPi(xj) I / [i i < j (xi-xj) ; 

voir en particulier l'application ~ la th@orie des polyn6mes 

orthogonaux en [L & Shi] 

La r@sultante est un d@terminant de Hankel (i.e. une fonction 

de Schur "rectangle" S n ) . Les identit@s v6rifi6es par ces d6termi- 

nants servant en th@ori~ des polyn6mes orthogonaux et de l'approxi- 

mation de Pad@ [Brezinski ] . 

Une autre approche consiste ~ consid@rer le Bezoutien, en fixant 

un des deux polyn6mes, comma un morphisme de l'espace des polynSmes 
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dans celui des matrices [Orzech] . 

Plus adapt6 aux m~thodes informatiques est le calcul du 

Bezoutien de deux polyn~mes de degr@ n ~ l'aide de la valeur 

en n + i points de ces deux polyn6mes (Borchardt ]859,[Muir] II 

p. 147). 

Le m@me Borchardt (1878, [Muir] III p. 161) donne aussi une 

expression non d@terminantale de la r~sultante. Pour plus de deux 

polyn~mes, voir [Giambelli 1908] . 

6. APPROCHE GEOMETRIQUE - 

On peut interpreter en termes g6om6triques la division d'un 

polyn6me par un autre. En effet, soit B un fibr~ vectoriel de rang 

n sur une base quelconque Z, ~(B) ÷ Z le projectif assooi@. 

L'anneau de Grothendieck de ~(B) est le quotient de l'anneau de 

polyn~me K(Z) [x,x -]] par l'id6al engendr@ par Sn(X-B) , x 6tant 

la classe du fibr@ vectoriel "tautologique" de rang i, et K(Z) 

l'anneau de Grothendieck de la base. On dispose d'un morphisme de 

K(Z)-modules, (dit morphisme de Gysin ) : 

~, : K(IP (B)) + K(Z) . 

Le reste d'un polyn6me 

morphisme : 

Q(x) quelconque s'@crit, ~ l'aide de ce 

n-i 
Q(x) - F~ x n-l-k H, (Q(x) .Sk(X-B) . x l-n) 

O 

(cf. [L & Sl] pour la g@n~ralisation ~ la vari@t@ de drapeaux) . 

Le calcul de la r~sultante consiste ~ trouver un polyn6me Q(x) de 

degr6 ~< n-I (unique ~ constante pros) tel que Q(x) .Sm(X-A) soit 

congru ~ une constante diff@rente de 0 modulo S n(x-B) (A est 

consid6r@ comme la classe d'un fibr@ de rang m) . On a d6j~ vu au 

paragraphe 4 que : 

Q(x) = 

n-i 
S O(-A) . Sm+n_ 2 (-A) x 

O 

SI_ n(-A) . Sin_ 1 (-A) x 

S O(-B) . Sm+n_ 2 (-B) 0 
• . . 

S] m(-B) Sn_ 1 (-B) 0 
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et l'on peut retrouver, ~ l'aide du morphisme ~, 

Q(x).S (x-A) 5 R(A,B) modulo S (x-B). 
m n 

que 

Pour respecter la sym6trie en A et B , on peut faire appel 

la grassmannienne G (~m+n) = G que l'on plonge diagonalement 
n 

dans G × G : ~<--~G × G ; sur G on dispose d'un module noyau tau- 

tologique de rang m, disons E, et d'un quotient F de rang n ; 

les classes de Chern de fibr@s vectoriels dans l'anneau de cohomo- 

logie de G × G peuvent ~tre consid6r6s comme des polyn6mes : on 

pose c(PI(E)) = [a E A (l+a) et c(P2(F)) = Zb ~ B (l+b)' Pl et P2 

6tant les deux projections de G × G sur G . Alors la classe de 

la diagonale A dans l'anneau de cohomologie est la classe de Chern 

maximale Cmn(Pl(E) ® P2(FV)) : ~(a-b) = R(A,B) . Toutes les formules 

des paragraphes pr6c6dents se traduisent en termes g6om6triques ; 

par exemple, le d6veloppement (1.5) exprime que la classe de £ dans 

la cohomologie de G x G est @gale ~ la somme de produits de cycles 

de Schubert d'indices compl@mentaires, les fonctions de Schur s'in- 

terpr@tant maintenant comme les cycles fondamentaux de la grassman- 

nienne (cycles de Schubert) ; pour des groupes plus g@n6raux que 

GI(~ n) , ceci est le th@or6me de Chevalley. 

On peut choisir comme [Giambelli] un point de d6part plus 

alg@brique : celui des id@aux de mineurs de matrices. On retrouve 

r@sultante, fonctions de Schur et grassmannienne ! 

7. UNE GENERALISATION - 

Tout ce qui pr6c~de est l'6tude de la fonction R(A,B)=H(ai-b j) 

pour deux ensembles A = {a I ..... a m } et B = {b I ..... bn}. Supposons 

m = n. La moiti6 des termes dans la factorisation de la r6sultante : 

RI/2(A'B) : Hi+j < n (ai - bj) 

conduit aux m@mes types de propri6t6s que la r@sultante. Ainsi 

RI/2(A,B) se d6veloppe en une somme de produits de polyn6mes de 

Schubert [L & S i] , ce qui permet une interpolation de Newton 

plusieurs variables [L & S 2] . L'interpr6tation g@om@trique fait 

appel aux vari@t6s de drapeaux [L-S] ; d'autres approches sont pos- 

sibles, par exemple les tableaux (de Young) ou la classification 

des d@compositions r@duites dans le groupe sym@trique. Ce qui sous- 
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entend tous ces points de vue, c'est l'action du groupe sym@trique 

sur l'anneau des polyn6mes, l~@bre libre, la vari6t6 de drapeaux. 

NOTE - 

La th@orie des fonctions sym@triques a @t@ pendant longtemps 

essentiellement rattach@e ~ celle des d@terminants isobares ; l'in- 

terpr@tation en terme de caract@res de groupe lin@aire et sym@trique 

n'est venue qu'avec les travaux de Frobenius, Young et Schur. Ces- 

dites fonctions sym@triques imposent un d@calage dans les indices 

par rapport aux conventions pr@dominantes : si M est une matrice, 

et I,J ~ ~n, alors MI, J est le mineur pris sur les lignes 

i I + l,...,in+n et colonnes jl,...,Jn+n , ainsi que nous l'avons 

dit au premier paragraphe. A permutation de lignes (si toutes diff@- 

rentes) pros, on peut supposer que I est une partition, i.e. une 

suite d'entiers croissante au sens large : 0 ~ i I < i 2 ~ ... ~ i n • 

Le produit de matrices se d@finit par 

[MN] i,j = Zh Mi,h'Nh,j 

la sommation est sur h c~, une fois @tendue par des 0 les matri- 

ces en cause). Les mineurs de MN s'@crivent tout aussi simplement, 

l'aide de la formule de Binet-Cauchy : 

Vn, ~I,J £ zn , [MN] I,J = ZH MI,H'NH,j 

somme sur toutes les partitions H (bien entendu, il y a seulement 

un nombre fini de termes non nuls dans la somme si les matrices sont 

finies). 

Si M est une matrice carr6e (de d@terminant 6gal ~ 1 pour 

simplifier), et si N est l'image de M -I par rapport 

i ~  , alors pour tout couple de parti- l'anti-diagonale 

tions I,J E ~n , 

MI, J : (_I) iJl-iII NI_,j_ 

c'est la formule de Jacobi. 

(I ~ d@signe la partition dite conju~@e ou transpos@___ee de I, i.e. 

celle obtenue en transposant la repr@sentation planaire de I, 
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et III= i] + i 2 + ... est le poids de I , cf [Macdonald] p.2) . 

Enfin, le d@veloppement d'un d@terminant suivant un sous- 

ensemble de lignes a @t@ obtenu par Laplace ; supposons la matrice 

M couple en deux parties N,P P et les colonnes de N 

num@rot6es de gauche ~ droite, celles de P de droite ~ gauche. 

Alors 

det (M) : Z (-I) 1 s I m P 
o...o,J " o...o,J- 

somme sur toutes les partitions J (la notation No...o, J signifie 

que l'on prend le mineur sur routes les lignes de N, et colonnes J). 

Revenons aux fonctions de Schur. D'apr~s la d6finition (1.3), 

la matrice [ Sj_i(A-B)] est le produit des matrices [ Sj_i(A)] et 

[Sj_i(-B)] , en d'autres termes, 

Sj (A-B) : }~ Sj_h(A) . S h(-B) . 

On en d@duit, par la formule de Binet-Cauchy, 

Sj/I (A-B) : I] SH/I (A) . Sj/H(-B) 

somme sur toutes les partitions H. 

Posant B = A dans (1.3), on voit que Z S. (A) Z S. (-A) = i, 
] l 

c'est-~-dire que les matrices [Sj_i(A)]j et [Sj_i(-A)] sont inverses. 

D'apr~s Jacobi on a donc, pour toute paire I,J de partitions, 

Sj/I(A) = Sj_/I_ (-A) ; 

en particulier, pour tout entier k positif, 

k 
Slk(A) = (-i) Sk(-A) 

La formule de Laplace permet enfin de d@velopper, par lignes ou 

par colonnes, une fonction de Schur comme une somme de produits de 

fonetions de Schur. Par exemple, le d6veloppement suivant la der- 

nitre colonne s'@crit : pour tout I E ~ n , j c ~ , 
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SIj = Zk(-l)k SI/ik Sj+k 

(Ij d@signe l'@l@ment (i I ..... in, j ) de ~n+l). 

En particulier, pour une partition @querre (n > 0 , j > I) , 

k 
Slnj = Z k (-i) Sln_k . Sj+ k 

identit@ que l'on peut aussi @crire :pour tout alphabet A, 

(-I) n S 
inj 

(A) = z k Sn_ k(-A) . Sj+k(A) . 
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