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R�esum�e

Nous donnons une douzaine de formules 
on
ernant les polynômes

de S
hubert et Grothendie
k, la moiti�e �etant nouvelles, et la plupart

int�eressantes. En parti
ulier, nous expli
itons la d�e
omposition d'un

polynôme de S
hubert 
omme une somme positive de polynômes de

Grothendie
k, et montrons 
omment d�eduire des des
riptions 
ombi-

natoires de la 
onsid�eration de di��erents noyaux de Cau
hy.

Abstra
t. We give a dozen formulas 
on
erning S
hubert and Grothendie
k

polynomials, and their interrelations, half of them being new, and most of them

interesting. In parti
ular, we expli
it the de
omposition of S
hubert polynomials

as positive sums of Grothendie
k polynomials, and show that non-
ommutative

S
hubert polynomials are obtained by reading the 
olumns of a two-dimensional

Cau
hy kernel. A �ve pages summary in English has been added.
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English summary

The spa
e of polynomials in n variables a

1

; : : : ; a

n

is a free module over

the ring of symmetri
 polynomials Sym(n).

It has many Sym(n)-bases, for example the following two ones, whi
h

were already known at the end of the 19th 
entury :

a

I

:= a

i

1

� � �a

i

n

; I = [i

1

; : : : ; i

n

℄ � � := [n

�

1; : : : ; 1; 0℄ ;

P

I

:= �

i

1

(A

n�1

) �

i

2

(A

n�2

) � � ��

i

n

(A

0

) ; I � � ;

writing A

j

:= fa

1

; : : : ; a

j

g, and �

i

for the elementary symmetri
 fun
tion of

degree i.
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Introdu
ing n other indeterminates, and tensoring by Z[b

1

; : : : ; b

n

℄, one

rather takes the spa
e of Laurent polynomials

Pol := Z[B ℄[a

�

1

; : : : ; a

�

n

℄

and proposes to des
ribe it as a module over the ring Sym(A ) of symmetri


fun
tions in A with 
oeÆ
ients in B .

One is spe
ially interested in the di�erent a
tions of the symmetri
 group

S

n

= S(A ) on Pol.

The 1-dimensional alternating representation of S(A ) gives two related

s
alar produ
ts on Pol, writing � for the Vandermonde � :=

Q

i;j

(a

i

� a

j

) :

(f; g) = (fg; 1) = (1; fg) =

X

�2S

n

(

�

1)

`(�)

(fg)

�

�

�1

; (2)

hf; gi

X

�2S

n

�

fg

Y

1�i<j�n

(1� a

j

=a

i

)

�1

�

�

: (4)

Di�erent varieties of divided di�eren
es a
t on Pol. They generate de-

formations of the group algebra of the symmetri
 group, the generators T

i

satisfying the braid relations, together with a He
ke relation

(T

i

� q

1

) (T

i

� q

2

) = 0 ;

with some parameters q

1

; q

2

that we shall spe
ialize in f0; 1;

�

1g. By redu
ed

produ
ts of T

i

's, one obtains a linear basis fT

�

: � 2 S

n

of the He
ke algebra.

The generators T

i

, operating on their left, that we use in this text are,

apart from the simple transpositions

s

i

= (a

i

; a

i+1

) ;

8

<

:

�

i

= (a

i

� a

i+1

)

�1

(1 + s

i

) = (1� s

i

) (a

i

� a

i+1

)

�1

�

i

= (1� a

i+1

=a

i

)

�1

(1 + s

i

) = a

i

�

i

b�

i

= (1� s

i

)(a

i+1

=a

i

� 1)

�1

= �

i

a

i+1

= �

i

� 1

(1)

By redu
ed produ
ts, one gets, for ea
h permutation �, operators �

�

; �

�

; b�

�

.

Introdu
ing other variables x

i

:= 1 � a

�1

i

, one 
an also take the divided

di�eren
es relative to them, that we shall distinguish with a supers
ript x. It

is easy to write the relations between these di�erent operators. For example,

�

x

i

= �

a

i

a

i

a

i+1

= a

i

a

i+1

�

a

i

:
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The \maximal" operators

1

are all deformations of the operator

P

�2S

n

(

�

1)

`(�)

��

�1

. Indeed,

�

!

=

X

�2S

n

(

�

1)

`(�)

��

�1

= �

1

�

2

�

1

�

3

�

2

�

1

� � � ; (3)

�

a

!

= a

�

�

a

!

= (1� x

2

)

1

� � � (1� x

n

)

n�1

�

x

!

; (7)

b�

a

!

= �

a

!

a

�

! = �

a

!

(a

�

)

!

!a

��

�

a

�

a

�

! = (

�

1)

`(�)

b�

!�!

: (8)

For ea
h variety of divided di�eren
es T

i

, one 
hooses a polynomial ~. Its

images under the operators T

�


onstitute a family of n! polynomials, whi
h

will be a basis of Pol if ~ satis�es some mild generi
ity 
onditions.

In the 
ase T

i

= �

a

i

, one takes

~ =

Y

i;j: i+j�n

(a

i

� b

j

) denoted X

!

(A ; B ) :

In the 
ase T

i

= �

a

i

, one 
hooses

~ =

Y

i;j:i+j�n

(1� b

j

a

�1

i

) denoted G

!

(A ; B ) ;

in the 
ase T

i

= b�

a

i

, one prefers

~ =

Y

1�i<j�n

(1� a

j

b

�1

i

) denoted H

!

(A ; B ) :

Their images are the S
hubert polynomials X

�

, the Grothendie
k polyno-

mials G

�

, the adjoint Grothendie
k polynomials H

�

respe
tively :

X

�

(A ; B ) = X

!

(A ; B ) �

!�

; (9)

G

�

(A ; B ) = G

!

(A ; B ) �

!�

& H

�

(A ; B ) = H

!

(A ; B ) b�

!�

: (11)

The 
hange of variables x

i

= 1 � 1=a

i

, y

i

= 1 � b

i

, translates, for what


on
erns the Grothendie
k polynomials, into taking

~ =

Y

i;j:i+j�n

(x

i

+ y

j

� x

i

y

j

) :=

e

G

!

(x;y) (12)

and the operators T

i

= (1

�

x

i+1

) �

x

i

= �

a

i

. Using (1

�

x

i+1

) �

x

i

instead of �

x

i

, it

is 
lear that the term of smaller degree of

e

G

�

(x;y) is equal to the S
hubert

1

i.e. indexed by ! = [n; : : : ; 1℄, the permutation of maximal length in S

n

.
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polynomial X

�

(x;�y) (a sign appeared, one has to take x := fx

1

; : : : ; x

n

g,

but �y = f

�

y

1

; : : : ;

�

y

n

g).

S
hubert and Grothendie
k polynomials are non-symmetri
 analogs of

S
hur fun
tions, and satisfy the same type of properties. In parti
ular, they

satisfy a Cau
hy formula

2

, spe
ializing one of the two alphabets to 0 :=

f0; : : : ; 0g or 1 := f1; : : : ; 1g :

Y

1�i;j�n ; i+j�n

(x

i

+ y

j

) =

X

�2S

n

X

�

(x; 0)X

�!

(y; 0) ; (15)

Y

1�i<j�n

(1� b

j

=a

i

) =

X

�2S

n

G

�

(A ; 1)H

!�

(B ; 1) ; (16)

that one 
an also write, with the variables x

i

; y

j

,

Y

1�i<j�n

(x

i

+ y

j

� x

i

y

j

) =

X

�2S

n

e

G

�

(x; 0)

e

H

!�

(y; 0) : (17)

The bases fG

�

g and fH

�

g, whi
h are adjoint with respe
t to h ; i, are

easy to relate expli
itely :

(G

�

a

�

)

!

= (

�

1)

`(!�)

H

!�!

: (18)

Using the s
alar produ
t ( ; ) instead of h ; i, one also obtains the relations

between the bases X

�

:= X

�

(x; 0) and

e

G

�

:=

e

G

�

(x; 0).

Theorem 1 The matri
es X2G and G2X of 
hange of basis between S
hu-

bert polynomials and Grothendie
k polynomials are equal, up to permutation

of rows and 
olumns, and up to signs.

In more pre
ise terms, one has

e

G

�

=

X

�

(�1)

`(�!)

(

e

G

�

; X

!

�!

)X

�

; (20)

X

�!

=

X

�

�

�

�

(

e

G

!

�

; X

�!

)

�

�

�

e

G

�!

(21)

S
hubert polynomials indexed by Grassmannian permutations (i.e. ha-

ving only one des
ent) are equal to S
hur fun
tions.

2

M.P. S
h�utzenberger for
ed me to publish it alone, in the note [18℄, to boost, possibly

upwards, my status. The out
ome was that nor my name, nor his, was ever asso
iated to

the key word Cau
hy-S
hubert in the literature, ex
ept, of 
ourse, in Ma
donald's le
tures

[34℄.
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In that 
ase, writing Y

I

instead of X

�

(x; 0), when I = [i

1

; : : : ; i

n

℄ is the

(in
reasing) partition whi
h is the 
ode of a Grasmmannian permutation �,

and writing G[I℄ for

e

G

�

(x; 0), one has by de�nition

Y

I

= x

�+�

�

x

!

;

G[I℄ = x

�+�

�

a

!

= x

�+�

(1

�

x

2

) � � � (1

�

x

n

)

n�1

�

x

!

;

where � = [i

n

; : : : ; i

1

℄.

One thus 
an write

Y

I

=

x

�+�

(1

�

x

2

) � � � (1

�

x

n

)

n�1

�

a

!

: (24)

Sin
e the image of a monomial x

�+�

under �

a

!

is equal to G[�

n

; : : : ; �

1

℄

when � 2 N

n

is dominant, one gets from (24) the expression of the S
hur fun
-

tion Y

I

in terms of Grothendie
k polynomials if one 
an repla
e the rational

fun
tion x

�+�

�

(1

�

x

2

) � � � (1

�

x

n

)

n�1

�

�1

by a sum of dominant monomials.

This is done by using re
ursively formula (25). The out
ome is an expli
it

expansion (26), �rst obtained by Lenart [33℄, in terms of tableaux satisfying

a 
ag 
ondition.

The polynomials G[J ℄ o

ur in the K-theory of Grasmannians, and their

theory is 
urrently developed by Bu
h [5℄. As a matter of fa
t, I already 
onsi-

dered them in [17℄, having rather in mind 
lasses in K-theory of degenera
y

lo
i, or of determinantal varieties.

Using planar obje
ts is a way to lift to the free algebra, or to the pla
-

ti
 algebra, algebrai
 manipulations of polynomials. This is well known for

symmetri
 polynomials, and still fruitful for non-symmetri
al ones.

The Cau
hy kernel must now be displayed as a stair
ase :

K(B ; A ) :=

(b

1

+ a

n�1

)

(b

1

+ a

n�2

) (b

2

+ a

n�2

)

.

.

.

.

.

.

(b

1

+ a

1

) (b

2

+ a

1

) � � � (b

n�1

+ a

1

)

Distributivity with respe
t to ` + ` amounts to de
omposing the stair
ase

into pairs of 
omplementary diagrams in all possible manners, one of the two

diagrams 
oding the 
hoi
e of a

i

in a given box of the stair
ase, the other


oding the 
hoi
e of b

j

.

Reading the planar obje
ts in a spe
i�
 manner, one gets from the Cau
hy

kernel a 
olle
tion of pairs of words that one 
an write as a sum of produ
ts

of words and interpret as an element of the tensor produ
t of the free algebra

in A and the free algebra in B .
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Re
all that the ring Sym(A ) is a 
ommutative sub-algebra of the pla
ti


algebraPlax(A ). This indi
ates that, as a �rst extension to the theory of 
om-

mutative S
hubert and Grothendie
k polynomials, one should use Plax(A )

instead of the free algebra, and identify words modulo the pla
ti
 relations

(27, 28) (or some similar relations, the nilpla
ti
 ones, or idpla
ti
 ones).

Inside Plax(A ), one has a distinguished sub-module, the S
hubert module

S
hub := � � � 
Sym(A

3

)
Sym(A

2

)
Sym(A

1

)

ea
h Sym(A

k

) being 
anoni
ally embedded into Plax(A ) by identifying a

S
hur fun
tion to a sum of tableaux of a given shape.

The S
hubert module has many bases whi
h lift the usual bases ofPol(A ).

As Z-modules

3

, these two spa
es are isomorphi
, and the linear relations

between the di�erent bases are preserved.

An elementary symmetri
 fun
tion in A

j

= fa

1

; : : : ; a

j

g is a spe
ial S
hur

fun
tion, and thus must be lifted into a sum of stri
tly de
reasing words of

a given degree, that will still be denoted �

k

(A

j

).

By ordered produ
ts, one gets the �rst basis of S
hub :

P

F

I

(A ) := �

i

1

(A

n�1

) �

i

2

(A

n�2

) � � ��

i

n

(A

0

) ;

n 2 N ; I = [i

1

; : : : ; i

n

℄ � [n

�

1; : : : ; 0℄ ; (29)

n being now variable, identifying P

F

I

and P

F

0:::0 I

.

One has also a basis 
onsisting of produ
ts of 
omplete fun
tions

S

F

J

= S

j

n

(A

n

) � � �S

j

1

(A

1

) ; n 2 N ; J = [j

1

; : : : ; j

n

℄ 2 N

n

: (30)

To prove that these two sets generate the full module S
hub, one uses

transformations of S
hur fun
tions into S
hur fun
tions of 
ag of alphabets

(
f. [22℄). This allows to redu
e ea
h 
omponent of a spa
e Sym(A

j

) to a

single �

i

(A

j

), or S

i

(A

j

).

De�ning non-
ommutative S
hubert polynomials X

F

�

by using divided

di�eren
es is deli
ate and will be examined in another text with Lin Hui and

A.L.B. Yang. It is easier to pass through the basis P

I

, or the basis whi
h is

the proje
tion of S

F

J

. However, in that way it is not 
lear why should any

X

F

�

be a positive sums of words.

Fortunately, key polynomials have an easy pla
ti
 lift, sin
e the operators

�

i

and b�

i


an be made a
t on the free algebra, and by proje
tion, on the

pla
ti
 algebra.

3

or as Z[y

1

; y

2

; : : :℄ modules, but in that 
ase y

1

; y

2

; : : : are 
ommutative indeterminates.
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Key polynomials be
omes sums of tableaux of a given shape satisfying 
ag


onditions, and S
hubert polynomials are genuine sums of tableaux, being

positive sums of key polynomials [29℄.

To obtain properties of the polynomials X

F

�

, one 
onsiders di�erent non-


ommutative algebras and di�erent Cau
hy kernels. The reader will �nd them

in se
tions 6-7-8-9.

Let us point out the 
ombinatorial des
riptions (44), (45) of the entries

of the two matri
es G2X or X2G, the �rst one being due to Lenart [32℄.
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1 Di��erentes bases de l'anneau des polynômes

Peu sont les outils alg�ebriques sur les polynômes de plusieurs variables.

Le 
ontraste n'en est que plus grand ave
 le monde foisonnant des polynômes

sym�etriques.

Certes, l'anneauH

n

des 
oinvariants

4

du groupe sym�etriqueS

n

est �etudi�e

depuis un si�e
le.

C'est un espa
e de dimension n! qui, par exemple, admet 
omme base

les monômes a

I

, I = [i

1

; : : : ; i

n

℄ � � := [n

�

1; : : : ; 1; 0℄. On peut même in-

terpr�eter un pro
�ed�e d'�elimination de Cau
hy 
omme l'utilisation de la base

des produits de fon
tions �el�ementaires (sur un drapeau d'alphabets) :

P

I

:= �

i

1

(A

n�1

) �

i

2

(A

n�2

) � � ��

i

n

(A

0

) ; I � � ;

o�u les �

i

(A

j

) sont les fon
tions �el�ementaires de A

j

:= fa

1

; : : : ; a

j

g (�xant n,

on �e
rira A au lieu de A

n

).

Mais 
e n'est qu'au d�ebut des ann�ees 70 que les g�eom�etres

5

, interpr�etant

H

n


omme l'anneau de 
ohomologie de la var�et�e de drapeaux

6

, ont mis en

oeuvre des outils de 
al
ul, qui en fait remontent �a Newton, et d�e
rit des

bases plus ri
hes que les deux pr�e
�edentes.

Pour ne pas perdre les fon
tions sym�etriques, il vaut mieux, au lieu de

l'anneau quotientH

n

, 
onsid�erer l'anneau des polynômes, en tant que module

4

Z[a

1

; : : : ; a

n

℄=Sym

+

(A ), o�u Sym

+

(A ) est l'id�eal engendr�e par les polynômes

sym�etriques en A = fa

1

; : : : ; a

n

g sans terme 
onstant.

5

Bernstein, Gelfand, Gelfand [3℄, mais on ne saurait restreindre �a la g�eom�etrie le 
hamp

d'a
tivit�e de 
es auteurs, et Demazure[8℄.

6

nous ne nous int�eressons i
i qu'au groupe lin�eaire ; les autres groupes 
lassiques

donnent lieu �a une th�eorie semblable.
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sur l'anneau des polynômes sym�etriquesSym(A ). On prendra �eventuellement

un deuxi�eme ensemble de variables B = fb

1

; b

2

; : : :g invariant sous l'a
tion de

S

n

, lequel permute uniquement les a

i

. En un mot, 
'est l'anneau

Pol := Z[B ℄[a

�

1

; : : : ; a

�

n

℄

des polynômes de Laurent en A , �a 
oeÆ
ients les fon
tions en A ; B sym�etriques

en A , que l'on entend d�e
rire.

Di��erentes d�eformations de l'alg�ebre du groupe sym�etrique agissent sur

Pol. En parti
ulier, pour 
haque permutation � 2 S

n

, il existe une di��eren
e

divis�eee et deux di��eren
es divis�ees isobares �

�

; �

�

; b�

�

, d�e�nies par produits

r�eduits de di��eren
es �el�ementaires

8

<

:

�

i

= (a

i

� a

i+1

)

�1

(1 + s

i

) = (1� s

i

) (a

i

� a

i+1

)

�1

�

i

= (1� a

i+1

=a

i

)

�1

(1 + s

i

) = a

i

�

i

b�

i

= (1� s

i

)(a

i+1

=a

i

� 1)

�1

= �

i

a

i+1

= �

i

� 1

(1)

�e
rivant �

i

; �

i

; b�

i

dans le 
as o�u � = s

i

est la transposition simple qui �e
hange

a

i

; a

i+1

.

Nous allons introduire trois nouvelles bases, mais tout d'abord, il nous

faut une forme quadratique

7

�a valeurs dans Sym(A ) :

(f; g) = (fg; 1) = (1; fg) =

X

�2S

n

(

�

1)

`(�)

(fg)

�

�

�1

; (2)

o�u � est le Vandermonde

Q

1�i<j�n

(a

i

� a

j

).

Cette forme quadratique peut se r�eduire �a employer une suite de groupes

S

2

, 
ar

X

�2S

n

(

�

1)

`(�)

��

�1

= �

!

= �

1

�

2

�

1

�

3

�

2

�

1

� � � ; (3)

o�u ! = [n; : : : ; 1℄ est la permutation de plus grande longueur dans S

n

.

On a besoin d'une deuxi�eme forme quadratique :

hf; gi := fga

�

�

!

= fg�

!

=

X

�2S

n

�

fg

Y

1�i<j�n

(1� a

j

=a

i

)

�1

�

�

: (4)

Les morphismes �

!

; �

!

: Pol ! Sym sont dits morphismes de Gysin en

th�eorie des vari�et�es de drapeaux.

7

C'est l'op�erateur 
hoisi par Cau
hy et Ja
obi pour 
onstruire une fon
tion sym�etrique

�a partir d'un monôme, ou plus g�en�eralement, d'un produit de fon
tions d'une variable, et

obtenir ainsi les fon
tions de S
hur avant l'heure.
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Toute transformation homographique sur les variables a

i

permet de d�e�nir

d'autres di��eren
es divis�eees, que nous distinguerons par un exposant. Posons

x

i

:= 1� a

�1

i

et 
onvenons que S

n

permute les a

i

tout autant que les x

i

:

s

i

= (a

i

; a

i+1

) = (x

i

; x

i+1

) :

On v�eri�e ais�ement que

�

x

i

= �

a

i

a

i

a

i+1

= a

i

a

i+1

�

a

i

(5)

et que

!a

��

�

a

i

a

�

! = �b�

n�i

: (6)

Par produit, on trouve

�

a

!

= a

�

�

!

= (1� x

2

)

1

� � � (1� x

n

)

n�1

�

x

!

(7)

et

!a

��

�

a

�

a

�

! = (

�

1)

`(�)

b�

!�!

: (8)

Par exemple,

�

a

321

= a

2

�

a

2

a

1

�

a

1

a

2

�

a

2

= a

2

1

a

2

a

3

�

x

2

a

1

1

a

1

a

2

�

x

1

a

2

1

a

2

a

3

�

x

2

= a

�1

3

�

x

2

a

�1

2

a

�1

3

�

x

1

�

x

2

= a

�1

2

a

�2

3

�

x

2

�

x

1

�

x

2

= (1

�

x

2

)(1

�

x

3

)

2

�

x

321

;

le 
al
ul pr�e
�edent ne n�e
essitant que la 
ommutation de �

x

i

ou �

a

i

ave
 une

fon
tion invariante par s

i

.

L'espa
eH(x

1

; : : : ; x

n

) est de dimension 1 en degr�e maximal

�

n

2

�

. Bernstein-

Gelfand-Gelfand et Demazure en ont d�eduit que les images, par les op�erateurs

�

x

�

: � 2 S

n

, de n'importe quel �el�ement ayant une 
omposante non nulle en


e degr�e forment une base de H(x

1

; : : : ; x

n

), et don
 une base de Pol (en tant

que module sur Sym). La même propri�et�e est vraie

8

pour les op�erateurs �

a

�

.

Ave
 M.P. S
h�utzenberger, j'ai fait le 
hoix de partir de

x

�

= x

n�1

1

� � �x

0

n

;

Y

i;j: i+j�n

(x

i

� y

j

) ;

Y

1�i<j�n

(1� b

j

=a

i

) ;


'est-�a-dire des \plus petites expressions" en un ou deux alphabets n'ayant

pas de sym�etries. A partir de 
es �el�ements, on engendre, par di��eren
es di-

vis�ees, les objets qui nous int�eressent pr�esentement.

8

Pour n = 2, l'�enon
�e implique que x

1

; x

1

�

x

1

= 1 est une base de H(x

1

; x

2

), ainsi que

fx

1

; x

1

�

a

1

= 1g. Par 
ontre, on ne peut prendre �

a

1

pour l'anneau H(a

1

; a

2

), puisque

a

1

�

a

1

= a

1

+ a

2

� 0.

9



Je restreins 
et expos�e aux propri�et�es li�ees au noyau de Cau
hy, ainsi

qu'aux 
hangements de base. Il va sans dire que les id�eees r�e
entes les plus

int�eressantes 
on
ernant S
hubert & Grothendie
k interviennent en th�eorie

des 
arquois [6℄, [7℄.

D�e�nition 1 Soit n 2 N. Les polynômes de S
hubert X

�

(A ; B ), � 2 S

n

,

sont

X

!

(A ; B ) =

Y

i;j: i+j�n

(a

i

� b

j

) & X

�

(A ; B ) = X

!

(A ; B ) �

!�

: (9)

Les polynômes de Grothendie
k G

�

(A ; B ), et polynômes adjoints de Gro-

thendie
k H

�

(A ; B ) sont

G

!

(A ; B ) :=

Y

i;j:i+j�n

(1� b

j

a

�1

i

) & H

!

(A ; B ) :=

Y

1�i<j�n

(1�a

j

b

�1

i

) : (10)

G

�

(A ; B ) = G

!

(A ; B ) �

!�

& H

�

(A ; B ) = H

!

(A ; B ) b�

!�

: (11)

Par exemple, pour S

3

, on a les polynômes de Grothendie
k

(1�b

1

=a

1

)(1�b

2

=a

1

)(1�b

1

=a

2

)

�

1

�� �

�

2

(1�b

1

=a

1

)(1�b

1

=a

2

) (1�b

1

=a

1

)(1�b

2

=a

1

)

�

2

�

�

�

�













�

1

(1�b

1

=a

1

) 1�b

1

b

2

=a

1

a

2

�

1

�� � �

2

1

et les polynômes adjoints

(1�

a

3

b

1

)(1�

a

3

b

2

)(1�

a

2

b

1

)

b�

1

�� �

b�

2

(1�

a

3

b

1

)(1�

a

3

b

2

)

a

2

b

1

a

3

b

2

(1�

a

3

b

1

)(1�

a

2

b

1

)

b�

2

�

�

�

�













b�

1

a

3

b

1

(1�

a

2

a

3

b

1

b

2

)

a

2

a

3

b

1

b

2

(1�

a

3

b

1

)

b�

1

�� � b�

2

a

2

a

3

a

3

b

1

b

1

b

2

10



Nous exprimerons aussi les polynômes de Grothendie
k en terme des va-

riables x

i

:= 1 � a

�1

i

, y

j

:= 1 � b

j

, en les notant alors par la lettre

e

G, ave


x = fx

1

; : : : ; x

n

g, y = fy

1

; : : : ; y

n

g. Cela revient �a partir de

e

G

!

(x;y) :=

Y

i;j:i+j�n

(x

i

+ y

j

� x

i

y

j

) (12)

et utiliser les op�erateurs (1

�

x

i+1

) �

x

i

= �

a

i

.

Les di��eren
es divis�ees isobares servent aussi �a d�e�nir r�e
ursivement d'autres

polynômes, qui ont maintenant pris le nom de polynômes 
lefs (key poly-

nomials)

9

. Nous en donnerons deux versions fK

v

g, f

b

K

v

g, v 2 N

1

, nous

restreignant par simpli
it�e �a un seul alphabet.

Rappelons que nous identi�ons tout ve
teur v 2 N

n

�a n ve
teur dans

N

1

, en 
on
at�enant �a droite une in�nit�e de z�eros. R�e
iproquement, N

1

est

l'ensemble des ve
teurs d'entiers ayant un ensemble �ni de 
omposantes non

nulles. Pour un ve
teur v, nous notons v s

i

le ve
teur obtenu en transposant

les 
omposantes i et i

+

1.

D�e�nition 2 Pour toute partition d�e
roissante �,

K

�

(A ) =

b

K

�

(A ) := a

�

; (13)

et pour tout v, tout i tel que v

i

> v

i+1

, alors

K

vs

i

(A ) := K

v

(A ) �

a

i

&

b

K

vs

i

(A ) :=

b

K

v

(A ) b�

a

i

: (14)

L'ensemble fK

v

, v � �g est une base de Pol(A ) en tant que Sym(A )-module

libre, la matri
e de 
hangement de base entre les polynômes de S
hubert et

les polynômes 
lefs �etant triangulaire

10

.

Ces di��erentes bases sont des analogues non sym�etriques des fon
tions

de S
hur. Le deuxi�eme alphabet peut être mis en oeuvre pour en d�egager

des propi�et�es d'interpolation qui permettent d'exprimer tout polynôme dans

l'une de 
es bases. Dans le paragraphe suivant, nous mettons plutôt l'a

ent

sur les deux produits s
alaires (2) et (4).

Les bases de S
hubert et Grothendie
k v�eri�ent des propri�et�es d'orthogo-

nalit�e [26℄, que l'on peut formuler de multiples mani�eres, par exemple 
omme

9

Ils apparaissent dans la formule des 
ara
t�eres de Demazure [9℄ et d�e
rivent les espa
es

de se
tions des �br�es inversibles amples au dessus des sous-vari�et�es de S
hubert de la vari�et�e

de drapeaux.

10

pour l'ordre lexi
ographique (le
ture de droite �a gau
he) sur les 
odes. On a aussi que

pour 
et ordre, la base fX

�

(A ; B )g est triangulaire dans la base fX

�

(A ;0)g, en �e
rivant 0

(resp. 1) pour un alphabet dont toutes les lettres sont sp�e
ialis�ees en 0 (resp. 1).

11



la d�e
omposition d'un noyau de Cau
hy :

Y

1�i;j�n ; i+j�n

(x

i

+ y

j

) =

X

�2S

n

X

�

(x; 0)X

�!

(y; 0) ; (15)

Y

1�i<j�n

(1� b

j

=a

i

) =

X

�2S

n

G

�

(A ; 1)H

!�

(B ; 1) ; (16)

que nous �e
rirons plutôt, en utilisant les variables x

i

; y

j

introduites plus haut,

Y

1�i<j�n

(x

i

+ y

j

� x

i

y

j

) =

X

�2S

n

e

G

�

(x; 0)

e

H

!�

(y; 0) : (17)

2 Relations entre les bases

Dans 
e paragraphe, nous sp�e
ialisons 
haque b

i

en 1, et don
 
haque y

i

en 0.

La relation entre les deux bases de Grothendie
k est �el�ementaire (lemme

2.9 de [19℄), nous en r�ep�etons la preuve.

Lemme 1 Pour toute permutation �,

(G

�

a

�

)

!

= (

�

1)

`(!�)

H

!�!

: (18)

Preuve.

G

!

�

a

!�

a

�

! = G

!

a

�

!!a

��

�

a

!�

a

�

!

?

= (

�

1)

`(!�)

G

!

a

�

!b�

�!

= (

�

1)

`(!�)

H

!�!

;

l'�egalit�e

?

= provenant de (8). QED

Comme X

!

=

e

G

!

, et que les op�erateurs engendrant les polynômes de

Grothendie
k sont �

a

i

= (1� x

i+1

)�

x

i

, au lieu de �

x

i

, il est 
lair que

e

G

�

= X

�

+ termes de degr�e > `(�) ; (19)

Les deux bases sont triangulairement �equivalentes. Nous donnerons plus loin

une interpr�etation 
ombinatoire des 
oeÆ
ients du 
hangement de base, mais

montrons tout d'abord que la matri
e de 
hangement de base est \presque"

auto-inverse.

L'orthogonalit�e hH

!�

; G

�

i = Æ

�;�

se r�e�e
rit

(G

�!

a

�

)

!

G

�

�

a

!

= (

�

1)

`(�)

Æ

�;�

;
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i.e.

e

G

!

�!

e

G

�

�

x

!

= (

e

G

!

�!

;

e

G

�

) = (

�

1)

`(�)

Æ

�;�


ar (a

�

)

!

�

a

!

= �

x

!

.

En d'autres termes, la base adjointe de la base des polynômes de Grothen-

die
k, pour le même produit s
alaire que pour les polynômes de S
hubert,

est f�

e

G

!

�!

g.

Prenant un ordre total sur les permutations tel que l'involution � ! �!

soit la sym�etrie retournant la liste des permutations, on a don


11

:

Th�eor�eme 1 L'inverse G2X de la matri
e X2G de 
hangement de base des

polynômes de Grothendie
k dans la base S
hubert, y �etant sp�e
ialis�e en 0,

est obtenue en prenant la sym�etrique de X2G par rapport �a l'anti-diagonale,

et en rempla�
ant les entr�ees par leur valeur absolue, i.e.

e

G

�

=

X

�

(�1)

`(�!)

(

e

G

�

; X

!

�!

)X

�

; (20)

X

�!

=

X

�

�

�

�

(

e

G

!

�

; X

�!

)

�

�

�

e

G

�!

(21)

Voi
i, pour n = 4, les matri
es de 
hangement de base G2X et X2G.

Chaque ligne est le d�eveloppement d'un polynôme de Grothendie
k ou de

S
hubert.

Par exemple, la premi�ere matri
e indique que

e

G

2143

= X

2143

�X

2341

�X

3142

+X

3241

et la se
onde, que

X

1432

=

e

G

1432

+ 2

e

G

2431

+

e

G

3412

+

e

G

3421

:

1234 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1243 : 1 : : : �1 : : : : : : : 1 : : : : : : : : : :

1324 : : 1 : : : : : �1 : : : : : : : : : : : : : : :

2134 : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1423 : : : : 1 : : : : : : : �1 : : : : : : : : : : :

1342 : : : : : 1 : : : : : : : �2 : : : : : : : : : :

3124 : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : :

2143 : : : : : : : 1 : : : �1 : �1 : : : : : 1 : : : :

2314 : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : :

4123 : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : :

1432 : : : : : : : : : : 1 : : : : : �1 : �2 : : : 1 :

3142 : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : �1 : : : :

2413 : : : : : : : : : : : : 1 : : : �1 : : : : : : :

2341 : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : :

3214 : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : :

4132 : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : �1 : :

3412 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : :

4213 : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : :

2431 : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : �1 :

3241 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : :

4312 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : :

4231 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : :

3421 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 :

4321 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

11

nous montrons plus loin que les matri
es X2G sont positives, nous avons in
lus 
ette

propri�et�e dans l'�enon
�e du th�eor�eme.
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1234 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1243 : 1 : : : 1 : : : : : : : 1 : : : : : : : : : :

1324 : : 1 : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : :

2134 : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1423 : : : : 1 : : : : : : : 1 : : : 1 : : : : : : :

1342 : : : : : 1 : : : : : : : 2 : : : : : : : : : :

3124 : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : : : :

2143 : : : : : : : 1 : : : 1 : 1 : : : : : : : : : :

2314 : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : : :

4123 : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : : : : : :

1432 : : : : : : : : : : 1 : : : : : 1 : 2 : : : 1 :

3142 : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : 1 : : : :

2413 : : : : : : : : : : : : 1 : : : 1 : : : : : : :

2341 : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : : :

3214 : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : : : :

4132 : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : 1 : :

3412 : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : : :

4213 : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : : : :

2431 : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : 1 :

3241 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : : :

4312 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : : :

4231 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 : :

3421 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 :

4321 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

On remarquera que 
ha
une de 
es deux matri
es est sym�etrique par

rapport �a son anti-diagonale, mis �a part l'extra terme X

3241

dans l'expression

de

e

G

2143

, et son 
orrespondant

e

G

3412

dans l'expression de X

1423

.

3 S
hur et Grothendie
k

Les fon
tions de S
hur ont une interpr�etation g�eometrique, 
omme repr�e-

sentant les 
y
les de S
hubert, i.e. les 
lasses des sous-vari�et�es de S
hubert

dans l'anneau de 
ohomologie d'une grassmannienne. Plus simplement, 
e

sont les polynômes de S
hubert sym�etriques.

Les 
lasses des sous-vari�et�es de S
hubert dans l'anneau de Grothendie
k

d'une grassmannienne sont aussi des fon
tions sym�etriques. Bien entendu,

elles peuvent s'exprimer 
omme 
ombinaison lin�eaire de fon
tions de S
hur,

les relations entre 
es deux bases �etant un 
as parti
ulier des relations donn�ees

au paragraphe pr�e
�edent.

En fait, dans mon premier arti
le publi�e [17℄, j'ai donn�e une expression

d�eterminantale de la 
lasse du fais
eau stru
tural d'une sous-vari�et�e de S
hu-

bert d'une grassmannienne, et don
, en langage plus humain, 
al
ul�e �a mon

insu les polynômes de Grothendie
k en A ,B , sym�etriques en A . Di��erentes

expressions sont d'ailleurs possibles, entre autres suivant que l'on 
hoisit les

variables a

i

ou x

i

, ou en modi�ant le d�eterminant par 
ombinaison de lignes

ou de 
olonnes.

D�eveloppant suivant B , on obtient l'expression des polynômes de Gro-

thendie
k dans la base S
hur. La même m�ethode s'applique au d�eveloppement

d'un polynôme de Grothendie
k vexillaire

12

dans la base des polynômes de

S
hubert.

12

qui a une expression d�eterminantale g�en�eralisant le 
as sym�etrique, les multifon
tions

de S
hur rempla�
ant les fon
tions de S
hur.

14



L'expression d'une fon
tion de S
hur dans la base Grothendie
k s'ob-

tient aussi par un 
al
ul alg�ebrique dire
t, ainsi que le d�etaillent les lignes

suivantes. Comme au paragraphe pr�e
�edent, l'alphabet B est sp�e
ialis�e en

1 = f1; 1; 1; : : :g, et don
 y est sp�e
ialis�e en 0. Au lieu de G

�

, nous �e
rirons

G[I℄, I �etant le 
ode de �. Dans le reste du paragraphe, Y

I

d�esigne le po-

lynôme de S
hubert X

�

(x; 0).

Soient n 2 N , � = [n

�

1; : : : ; 1; 0℄, ! = [n; : : : ; 1℄, � 2 N

n

une partition

d�e
roissante, I sa retourn�ee 
roissante.

Par d�e�nition,

Y

I

= x

�+�

�

x

!

; (22)

G[I℄ = x

�+�

�

a

!

= x

�+�

(1

�

x

2

) � � � (1

�

x

n

)

n�1

�

x

!

: (23)

On peut don
 �e
rire

Y

I

=

x

�+�

(1

�

x

2

) � � � (1

�

x

n

)

n�1

�

a

!

(24)

et l'on aura un d�eveloppement de Y

I

en terme de polynômes de Grothendie
k

si l'on peut rempla
er la fra
tion rationnelle par une somme de monômes

dominants (i.e de degr�e faiblement d�e
roissant en x

1

; x

2

; : : :). Pour 
ela, il

faut faire appel au lemme suivant.

Lemme 2 Soient i; k 2 N, et f sym�etrique en x

i

; x

i+1

. Alors

fx

�

x

k

i

1

�

x

i+1

�

a

i

= fx

�

(x

k

i

x

0

i+1

+ � � �+ x

k

i

x

k

i+1

) �

a

i

: (25)

Preuve. On �e
rit en e�et

x

k

i

(1

�

x

�1

i+1

= x

k

i

x

0

i+1

+ � � �+ x

k

i

x

k

i+1

) + x

k

i

x

k+1

i+1

(1

�

x

i+1

)

�1

:

Comme �

a

i

= (1

�

x

i+1

)�

x

i

et que fx

�

x

k

i

x

k+1

i+1

1

�

x

i+1

(1

�

x

i+1

) est sym�etrique en x

i

; x

i+1

,

il est annul�e par �

x

i

. QED

Prenant la d�e
omposition r�eduite �

!

= (�

n�1

� � ��

1

) (�

n�1

� � ��

2

) � � � (�

n�1

),

on �elimine su

essivement les fa
teurs

(1

�

x

n

); : : : ; (1

�

x

2

); (1

�

x

n

); : : : ; (1

�

x

3

); : : : ; (1

�

x

n

)

du d�enominateur, obtenant en num�erateur uniquement des monômes domi-

nants x

�

. Par d�e�nition, 
ha
un de 
es monômes est envoy�e sur un polynôme

de Grothendie
k dont l'indi
e est le retourn�e de �.

15



L'algorithme peut se repr�esenter planairement. Il a eu n � 1 �etapes o�u

l'on a multlipli�e par une puissan
e de x

n

, n�2 �etapes o�u l'on a multlipli�e par

une puissan
e de x

n�1

, : : :, 1 �etape o�u l'on a multlipli�e par une puissan
e de

x

2

. En repr�esentant planairement par le diagramme d'une partition 
haque

monôme, et �e
rivant i

j

pour les 
ases 
r�ees par la j-i�eme multipli
ation par

x

i

, on obtient des remplissages de diagrammes gau
hes. Les lettres i sont in-

utiles, donnant uniquement le num�ero de la ligne. Si on les e�a
e, on obtient

tr�es exa
tement tous les tableaux gau
hes de forme int�erieure I, respe
tant

la 
ondition de drapeau [0; 1; : : : ; n

�

1℄, i.e. �a la ligne num�ero i ne peuvent ap-

parâ�tre que les entiers 1; 2; : : : ; i

�

1. En r�esum�e, on a la proposition suivante,

due �a Lenart

13

[33℄.

Proposition 1 Pour toute partition 
roissante I 2 N, on a le d�eveloppement

Y

I

=

X

J




J

I

G[J ℄ ; (26)

o�u 


J

I

est le nombre de tableaux de forme J=I respe
tant le drapeau [0; 1; : : : ; n

�

1℄.

Par exemple,

ACE> X2G(Y[1,3,4℄); # input in x.i, X[℄ or Y[℄

G[1,3,4℄ + G[1,4,4℄ + 2 G[2,3,4℄ + 2 G[2,4,4℄ + 3 G[3,3,4℄

+ 3 G[3,4,4℄ + 3 G[4,4,4℄


e qui est donn�e par l'�enum�eration

+

1

+

2

+

1 1

+

1 2

+

2 2

+

1

+

1

1

+

2

1

+

1 1

1

+

1 2

1

+

2 2

1

+

1 1 2

1

+

1 2 2

1

+

2 2 2

1

.

Cette somme de tableaux gau
hes est produite par le 
al
ul alg�ebrique sui-

vant, en �e
rivant �a 
haque �etape un �

a

i

�

2

�

a

321

au lieu de �

a

321

pour montrer

13

qui en donne une preuve utilisant des 
hemins non-
oupants, preuve 
ependant non

dire
te puisqu'elle suppose 
onnu le d�eveloppement des polynômes de Grothendie
k dans

la base S
hur.

16



quel 
ouple de variables est 
hoisi pour appliquer (25).

Y

134

= x

431+210

�

x

321

=

x

431+210

(1� x

2

)(1� x

3

)

2

�

a

321

x

431+210

(1� x

2

)(1� x

3

)

2

�

a

2

�

a

321

=

x

431

+ x

432

+ x

433

(1� x

2

)(1� x

3

)

x

210

�

a

1

�

a

321

=

(x

431

+ x

441

) + (x

432

+ x

442

) + (x

433

+ x

443

)

(1� x

3

)

x

210

�

a

2

�

a

321

=

 

(x

431

+ x

432

+ x

433

) + (x

441

+ x

442

+ x

443

+ x

444

)

+ (x

432

+ x

433

) + (x

442

+ x

443

+ x

444

)

+ (x

433

) + (x

443

+ x

444

)

!

x

210

�

a

321

;

o�u nous avons �gur�e des parenth�eses pour marquer les �etapes.

On trouvera dans Bu
h [5℄ une �etude plus approfondie du 
as des po-

lynômes de Grothendie
k grassmanniens.

4 D�e
omposition des diagrammes

et non-
ommutativit�e

Couper un alphabet en deux : A ! A

0

[ A

00

fait partie des op�erations

de base sur les fon
tions sym�etriques. C'est le 
oproduit de Sym 
onsid�er�ee


omme alg�ebre de Hopf [13℄. On peut l'interpr�eter aussi 
omme doubler les

lettres : a! a

0

; a

00

, ou bien les munir d'un spin.

Etant donn�e un diagramme de bô�tes dans le plan, on peut similairement

le d�e
omposer en deux diagrammes 
ompl�ementaires, en d�e
idant d'attribuer


haque bô�te �a l'un ou l'autre, de toute les mani�eres possibles.

Par exemple,

�

� �

�

devient

�

�

� �

�

;

�

� �

�

�

+

�

�

� �

�

;

�

� �

�

��

�

� �

�

;

�

� �

�

�

+

�

�

� �

�

;

�

� �

�

�

+ � � �+

�

�

� �

�

;

�

� �

�

��

�

� �

�

;

�

� �

�

�

+

�

�

� �

�

;

�

� �

�

�

;

en �e
rivant une somme au lieu d'une �enum�eration de 2

4

termes.

Introduisant des r�egles de le
ture de 
ha
un des diagrammes, on ob-

tient, �a partir d'un diagramme, une somme de paire d'objets qui peuvent

être, selon le probl�eme 
onsid�er�e, des monômes, des mots, des tableaux, des

17



d�e
ompositions r�eduites, &
. Nous donnerons quatre des 
ombinaisons pos-

sibles.

La version �nie de la formule de Cau
hy, dans le 
as 
ommutatif, s'in-

terpr�ete 
omme la d�e
omposition d'une fon
tion de S
hur re
tangle en A

�

B

en une somme de produits de fon
tions de S
hur en A et B d'indi
e 
ompl�e-

mentaire. On aura ainsi, pour exprimer S

222

(A

�

B ) en terme de A et B , la

d�e
omposition symbolique

~ ~

~ ~

~ ~

=

� �

� �

� �

�

�

� �

� �

�

+

�

�

� �

� �

+

� �

� �

�

�

�

�

�

�

� � �

�

�

� �

�

� �

+

� �

� �

� �

+

�

�

�

� � �

�

�

� �

� � �

+

� � �

� � �

:

Dans le 
as non-
ommutatif, il n'est pas suÆsant de savoir d�e
omposer le

diagramme d'une partition en deux diagrammes de partitions. Ainsi, dans le


as de deux alphabets A = fa

1

; a

2

; a

3

g, B = fb

1

; b

2

g, on �enumerera, au lieu

de partitions, des paires du type

� �

� �

� �

;

� �

� �

� �

qu'on lira, suivant des r�egles qui seront pr�e
is�ees par la suite, 
omme le

produit des mots a

2

a

3

a

1

et b

1

b

2

b

1

.

De fait la th�eorie des fon
tions sym�etriques et sa version plaxique reposent

essentiellement sur la formule de Cau
hy, en un mot, sur la d�e
omposition

d'un re
tangle. Dans les paragraphes suivants, nous montrons que similaire-

ment, la th�eorie des polynômes de S
hubert et Grothendie
k met en oeuvre

la d�e
omposition d'un diagramme es
alier, et qu'introduire deux dimensions

dans le 
al
ul alg�ebrique permet d'a

�eder fa
ilement a la non-
ommutativit�e.

5 Module de S
hubert

L'alg�ebre plaxique sur un alphabet totalement ordonn�e A , que l'on sup-

posera in�ni, est le quotient de l'alg�ebre libre par les relations plaxiques dues

�a Knuth [15℄ :


ab � a
b (a � b < 
) ; (27)

ba
 � b
a (a < b � 
) : (28)

que l'on peut �e
rire planairement :




a

b

�

a 


b

(a � b < 
)

b

a 


�

b




a

(a < b � 
)

18



D�e�nissant la fon
tion de S
hur plaxique S

�


omme la somme de tous les

tableaux de forme la partition �, on observe que le produit de deux fon
tions

de S
hur est une somme de fon
tions de S
hur, et don
 que Sym(A ) peut

être 
onsid�er�ee 
omme une sous-alg�ebre 
ommutative de Plax(A ).

Par produit tensoriel on a don
 un plongement du module de S
hubert

14

S
hub := � � � 
Sym(A

3

)
Sym(A

2

)
Sym(A

1

)

dans Plax(A ).

Les fon
tions �el�ementaires, qui sont des fon
tions de S
hur parti
uli�eres,

se rel�event, dans l'alg�ebre libre ou dans Plax, en sommes de mots stri
tement

d�e
roissants de degr�e donn�e, que nous 
ontinuerons �a noter �

k

.

Par produit, on d�e�nit dans l'alg�ebre libre (et par proje
tion dans l'alg�ebre

plaxique) les produits ordonn�es de fon
tion �el�ementaires par

P

F

I

(A ) := �

i

1

(A

n�1

) �

i

2

(A

n�2

) � � ��

i

n

(A

0

) ;

n 2 N ; I = [i

1

; : : : ; i

n

℄ � [n

�

1; : : : ; 0℄ ; (29)

(identi�ant don
 P

F

I

et P

F

0:::0 I

), et les produits de fon
tions 
ompl�etes

S

F

J

= S

j

n

(A

n

) � � �S

j

1

(A

1

) ; n 2 N ; J = [j

1

; : : : ; j

n

℄ 2 N

n

; (30)

(identi�ant S

F

J

et S

F

J0:::0

).

Comme les P

I

(A ) (resp. les images 
ommutatives des S

F

J

) 
onstituent

une base ve
torielle de Pol(A ), on obtient don
 un plongement de Pol(A )

dans Plax(A ) en envoyant 
haque P

I

(A ) sur P

F

I

(A ). On v�eri�e que 
'est le

même plongement que 
elui fourni par l'identi�
ation des produits de fon
-

tions 
ompl�etes.

Par exemple,

a

2

2

= P

1100

� P

2000

� P

110

a pour image dans l'alg�ebre libre ou l'alg�ebre plaxique

(a

1

+

a

2

+

a

3

)(a

1

+

a

2

)� (a

2

a

1

+

a

3

a

1

+

a

3

a

2

)� (a

1

+

a

2

)a

1

= a

2

a

2

+a

1

a

2

�a

2

a

1

:

On a aussi que a

2

2

= S

2

(A

2

)�S

1

(A

2

)S

1

(A

1

), et don
, utilisant la base S

F

(A ) :

S

F

02

(A ) � S

F

11

(A ) = a

1

a

1

+

a

1

a

2

+

a

2

a

2

� (a

1

+

a

2

)a

1

= a

2

a

2

+ a

1

a

2

� a

2

a

1

;


e qui est bien le même rel�evement de a

2

2

.

14

C'est-�a-dire, le module engendr�e par les produits �nis de fon
tions sym�etriques en

: : : ; A

3

; A

2

; A

1

, en respe
tant l'ordre des alphabets A

n

:= fa

1

; : : : ; a

n

g.
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On peut r�eduire tout �el�ement de S
hub �a une 
ombinaison lin�eaire de

P

F

I

(A ), ou de S

F

J

(A ), en utilisant r�e
ursivement les identit�es

15

�

i

(A

n

)�

j

(A

n

)��

j+1

(A

n

)�

i�1

(A

n

) = �

i

(A

n+1

)�

j

(A

n

)��

j+1

(A

n+1

)�

i�1

(A

n

)

et

S

j

(A

n

)S

i

(A

n

)�S

i�1

(A

n

)S

j+1

(A

n

) = S

j

(A

n

)S

i

(A

n�1

)�S

i�1

(A

n

)S

j+1

(A

n�1

) :

Cette remarque implique que le module de S
hubert a pour bases lin�eaires

fP

F

I

(A ) : I � [: : : ; 2; 1; 0℄g et fS

F

J

(A )g, et est isomorphe �a Pol(A ).

Si l'on a perdu en grande partie la stru
ture multipli
ative de Pol(A ),

on a par 
ontre pr�eserv�e les op�erateurs asso
i�es au groupe sym�etrique. Les

di��eren
es divis�ees seront examin�ees dans un autre texte ave
 Lin Hui et

Boliya Yang [31℄, nous nous 
ontentons i
i des di��eren
es divis�ees isobares.

On d�e�nit r�e
ursivement l'a
tion

16

sur Plax de �

i

, i 2 N , par :

� � � ; a

�

i

a

�

i+1

�

i

= a

�

i

a

�

i+1

+ a

��1

i

a

�+1

i+1

+ � � �+ a

�

i

a

�

i+1

(31)

�

a

�

i

a

�

i+1

+ a

�

i

a

�

i+1

�

�

i

= a

�

i

a

�

i+1

+ a

�

i

a

�

i+1

(32)

en imposant la 
ompatibilit�e suivante, pour tout n; k et tout mot u dont

la restri
tion aux lettres a

i

; a

i+1

est plaxiquement �egal �a une puissan
e de

a

i+1

a

i

:




1

� � � 


n

�

i

=

X

d

1

� � �d

n

; 


i

; d

j

2 A ; implique

(


1

� � � 


k

) u (


k+1

� � � 


n

) �

i

=

X

(d

1

� � �d

k

) u (d

k+1

� � �d

n

) : (33)

On v�eri�e ensuite que l'image d'un S

F

J

(A ) appartient en
ore �aS
hub. Les

di��eren
es divis�ees isobares

17

�

i

et b�

i

pr�eservent don
 le module de S
hubert.

Cette pr�eservation fournit don
 deux autres bases de S
hub, qui rel�event

les polynômes 
lefs.

15

Plus g�en�eralement, on peut transformer l'expression d�eterminantale d'une fon
tion de

S
hur en les fon
tions 
ompl�etes ou �el�ementaires d'un alphabet en un d�eterminant o�u les

alphabets sont di��erents dans 
haque ligne, 
f. [22℄.

16

En fait, sur l'alg�ebre libre, de mani�ere 
ompatible ave
 la proje
tion sur Plax [28℄.

17

Mais elles ne v�eri�ent pas les relations de tresse, il n'y a don
 pas de mani�ere �evidente

de relever un �

�

en un op�erateur sur S
hub si � n'est pas une transposition simple. On

a en fait [23, 20, 14℄, une stru
ture de graphe 
ristallin sur l'ensemble des mots d'un

degr�e donn�e, ave
 des op�erateurs e

i

; f

i

en terme desquels on peut exprimer les �

i

non


ommutatifs et leurs produits.
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D�e�nition 3 Pour toute partition d�e
roissante �,

K

F

�

(A ) =

b

K

F

�

(A ) = � � �a

�

3

3

a

�

2

2

a

�

1

1

; (34)

et pour tout v, tout i tel que v

i

> v

i+1

, alors

K

F

vs

i

(A ) = K

F

v

(A ) �

a

i

&

b

K

F

vs

i

(A ) =

b

K

F

v

(A ) b�

a

i

: (35)

Reiner et Shimozono d�e�nissent les K

F

v

(A ) par �enum�eration de mots ma-

jor�es par les �el�ements d'une 
lasse plaxique ou nilplaxique idoine [36℄.

Bien entendu, 
'est la base S
hubert ou Grothendie
k qui est la plus fon-

damentale. En utilisant la d�e
omposition dans la base P

I

(A ), on peut �e
rire

le repr�esentant X

F

�

(A ) dans S
hub d'un polynôme de S
hubert X

�

(A ; 0).

Nous avions, M.P. S
h�utzenberger et moi, pens�e �a 
ette d�e�nition d�es la

premi�ere note sur les polynômes de S
hubert, mais elle ne nous avait pas

sembl�e devoir être gard�ee, faisant apparâ�tre des signes n�egatifs. Cela nous

a amen�e �a utiliser plutôt les K

F

J

(A ), mais alors 
ela pose le probl�eme de

d�e
rire l'ensemble des d�e
ompositions r�eduites d'une permutation. Je pr�ef�ere

pr�esentement, dans les paragraphes suivants, me borner �a utiliser di��erents

noyaux de Cau
hy, les seules op�erations requises �etant de d�evelopper des

produits dans les alg�ebres plaxique ou nilplaxique.

On prendra garde que mis �a part le premier et troisi�eme 
as, le noyau ne se

d�eveloppe pas 
omme un produit dans les alg�ebres indiqu�ees. Il faut d'abord

�enum�erer toutes les d�e
ompositions d'un diagramme avant d'e�e
tuer des


al
uls alg�ebriques.

6 Pol(y)
Plax(A )

�

Etendons les 
oeÆ
ients de Plax(A ) aux polynômes en des variables 
om-

mutatives y

i


ommutant ave
 les lettres de A .

On d�e�nit, dans 
et espa
e, un noyau de Cau
hy :

K(y; A ) :=

(y

1

+ a

n�1

)

(y

1

+ a

n�2

) (y

2

+ a

n�2

)

.

.

.

.

.

.

(y

1

+ a

1

) (y

2

+ a

1

) � � � (y

n�1

+ a

1

)

en lisant par 
olonnes, de gau
he �a droite.

Th�eor�eme 2 Le noyau K(y; A ) se d�e
ompose en une somme de produits de

polynômes de S
hubert :

K(y; A ) =

X

�2S

n

X

�

(y; 0)X

F

�!

(A ) : (36)
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Preuve. Chaque 
olonne du noyau s'�e
rit, dans Plax(A ), 
omme une somme

X

i

y

i

j

�

i

(A

j

) :

Le noyau appartient don
 �a Pol(y)
S
hub(A ). Le 
oeÆ
ient d'un polynôme

de S
hubert en y est par l�a même l'�el�ement de S
hub(A ) qui rel�eve le 
oef-

�
ient du même polynôme dans le 
as 
ommutatif. C'est don
 un polynôme

de S
hubert plaxique. QED

Par exemple, pour n = 4, le 
oeÆ
ient de X

2341

(y; 0) = y

1

y

2

y

3

est

X

F

1432

=

a

3

a

2

a

2

� � �

+

a

3

� a

2

a

1

� �

+

a

3

� �

a

1

a

1

�

+

�

a

2

a

2

a

1

� �

+

�

a

2

�

a

1

a

1

�

�

3

2 2

+

3

1 2

+

3

1 1

+

2

1 2

+

2

1 1

:

(on �e
rit 1; 2; : : : dans les tableaux, au lieu de a

1

; a

2

; : : :).

Pour obtenir un X

F

�

(A ), il suÆt don
 de savoir d�e
omposer un polynôme

(
ommutatif) en y dans la base S
hubert, 
'est-�a-dire, on n'a besoin que

d'alg�ebre lin�eaire.

# on utilise les variables x.i au lieu de y.i

NoyauPolPlax:=pro
(n) lo
al res,i,j;

res:=w[℄;

for i from 1 to n-1 do

for j from 0 to n-i-1 do

lprint( 
at(x,i)*w[℄ + w[n-i-j℄);

res:=FreeCon
at(res, 
at(x,i)*w[℄ + w[n-i-j℄)

od;

od;

res

end:

ACE> 
oeff(ToX(expand(NoyauPolPlax(4))),X[2,3,4,1℄);

# exemple pre
edent = 
oeff de y1*y2*y3= X[2,3,4,1℄

w[2,1,2℄+w[3,2,2℄+w[3,1,1℄+w[2,1,1℄+w[3,1,2℄

7 Plax(B ) 
Plax(A )

Consid�erons le noyau

K(B ; A ) :=

(b

1

+ a

n�1

)

(b

1

+ a

n�2

) (b

2

+ a

n�2

)

.

.

.

.

.

.

(b

1

+ a

1

) (b

2

+ a

1

) � � � (b

n�1

+ a

1

)
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Pour d�evelopper 
e noyau, il faut 
ette fois-
i �enum�erer toutes les d�e
ompositions

du diagramme es
alier en deux diagrammes 
ompl�ementaires. On lira, 
omme


i-dessus, un mot en A pour le premier diagramme (une bô�te �a hauteur i se

lit a

i

, mais par sym�etrie, il faut lire le deuxi�eme diagramme par lignes (de

droite �a gau
he), les lignes de bas en haut, pour obtenir un mot en B (une

bô�te en 
olonne j se lit b

j

).

Par exemple, la d�e
omposition

�

� �

� � �

� � � �

;

�

� �

� � �

� � � �

(37)

se lit (en gardant tra
e des 
olonnes par des parenth�eses)

�

a

3

a

3

� a

2

�

a1 � a

1

�

= (a

3

a

1

) (a

3

a

2

) (a

1

) ( ) ;

b

1

� �

b

1

� b

3

� b

2

� b

4

= (b

4

b

2

) (b

3

b

1

) ( ) (b

1

) :

Le mot de degr�e maximal en A ou B est

(a

n�1

� � �a

1

)(a

n�2

� � �a

1

) � � � (a

1

) ou (b

n�1

� � � b

1

)(b

n�2

� � � b

1

) � � � (b

1

) ;

et les di��erents mots obtenus en sont des sous-mots.

En d�e
omposant plus g�en�eralement le diagramme d'une partition (au lieu

seulement de l'es
alier), nous montrerons dans un autre texte que le noyau

K(B ; A ) appartient �a l'espa
e

S
hub(A ) 
S
hub(B ) ;

les lettres de A 
ommutant ave
 les lettres de B .

Le 
orollaire de 
ette assertion est que la somme des produits de mots

obtenue par d�eveloppement du noyau K(B ; A ) est �egale �a :

X

�2S

n

X

F

�

(B )X

F

�!

(A )

dans Plax(B ) �Plax(A ).

On trouvera par exemple, en �enum�erant

a

3

a

2

b

2

b

1

b

2

b

3

;

a

3

b

1

a

2

b

1

b

2

b

3

;

a

3

b

1

b

2

a

1

b

2

b

3

;

a

3

b

1

b

2

b

1

a

1

b

3

;

b

1

a

2

b

2

a

1

b

2

b

3

;

b

1

a

2

b

2

b

1

a

1

b

3

;

le terme

 

a

3

a

2

+

a

3

a

1

+

a

2

a

1

!

0

B

�

b

3

b

2

b

1

b

2

+

b

3

b

2

b

1

b

1

1

C

A

;

qui est bien �egal �a X

F

2431

(B )X

F

1342

(A ).
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8 Pol(x)
NPl(V)

Soient v

1

; v

2

; : : : ; v

n�1

v�eri�ant les relations nilplaxiques [24, 10℄ :

v

2

i

= 0 ; v

i

v

i+1

v

i

= v

i+1

v

i

v

i+1

(38)

v

j

v

i

v

k

= v

j

v

k

v

i

; v

i

v

k

v

j

= v

k

v

i

v

j

(i < j < k) (39)

D�e�nissons, dans l'alg�ebre nilplaxique engendr�ee par les v

i

, �a 
oeÆ
ients

en les variables 
ommutatives x, le noyau nilplaxique

K(x;V) :=

(1 + x

1

v

n�1

)

(1 + x

1

v

n�2

) (1 + x

2

v

n�1

)

.

.

.

.

.

.

(1 + x

1

v

1

) (1 + x

2

v

2

) � � � (1 + x

n�1

v

n�1

)

On d�eveloppe, l�a en
ore, par 
olonnes su

essives de gau
he �a droite.

Chaque produit

18

de 
olonnes donne un tableau dans NPl(V). La forme de


e tableau est obtenue par une suite d'adjon
tions de bandes verti
ales

19

, que

l'on remplit par les lettres x

1

; x

2

; : : : pour distinguer 
es bandes. On obtient

ainsi une paire de tableaux, un tableau nilplaxique et un tableau en x

1

; x

2

; : : :

de forme transpos�ee. Le noyau peut don
 en fait être 
onsid�er�e 
omme un

�el�ement de Plax
NPl plutôt que Pol
NPl.

On aurait pu transposer le noyau pour avoir, 
omme dans la 
onstru
tion

de S
hensted, l'adjon
tion de bandes horizontales que l'on peut remplir ave


x

1

; x

2

; : : :, ou bien des lettres toutes di��erentes, en distinguant de gau
he �a

droite les di��erentes o

uren
es de x

1

; x

2

; : : : :

x

i

�! x

(1)

i

; x

(2)

i

; x

(3)

i

; : : :

La 
onstru
tion de S
hensted peut se r�einterpr�eter en 
onsid�erant des mots

en bilettres 
ommutatives, ou des matri
es d'entiers[15℄ : les deux tableaux de

S
hensted jouent alors un rôle sym�etrique et sont �e
hang�es en variant l'ordre

lexi
ographique sur les bilettres. Cette 
onstru
tion n'est pas dire
tement

appli
able au 
as nilplaxique, 
ar les relations nilplaxiques ne sont pas des

relations de 
ommutation

20

.

L'�evaluation du noyau dans l'alg�ebre NilCoxeter fait apparâ�tre 
omme


oeÆ
ients les polynômes de S
hubert en x (
f. [4, 12, 11℄), et r�esulte des

18

s'il est non nul, 
'est-�a-dire, s'il est r�eduit en tant que produit de transpositions simples.

19

verti
al strip

20

Il existe en fait une op�eration de plaxi�
ation [37℄, mais elle exige justement de trans-

former les mots.
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formules de r�e
urren
e donn�ees dans la note [25℄ (pour plus de d�etails, 
f.

[22, 
h. 10℄).

L'�evaluation dans l'alg�ebre nilplaxique est plus d�eli
ate, et r�esulte de la


onsid�eration de vi
e-tableaux [20℄, mais on peut aussi l'obtenir �a partir de

la des
ription des polynômes 
lefs par Reiner et Shimozono [36℄.

L'assertion (25) de [20℄ est que le noyau K(x;V) d�e
ompose en une somme

de tableaux en V, les 
oeÆ
ients �etant des polynômes-
lefs en x (une des-


ription plus pr�e
ise exige des 
onstru
tions 
on
ernant les tableaux et les

d�e
ompositions r�eduites dont nous n'avons pas besoin dans 
e texte).

Pour 
ompenser 
e manque, voi
i 
e que donne ACE :

ACE> NoyauPolNiplax(4):

ACE> map(x2K,%);

[3, 2, 3℄ = K[0, 2, 1℄

[2, 1, 3℄ = K[2, 0, 1℄

[3℄ = K[0, 0, 1℄

[2, 3℄ = K[0, 1, 1℄

[3, 2, 1, 3℄ = K[3, 0, 1℄

[1, 3℄ = K[1, 0, 1℄

[3, 2, 3, 1, 2℄ = K[3, 2℄

[3, 1, 2, 3℄ = K[1, 2, 1℄

[3, 2, 1, 2℄ = K[3, 1℄

[3, 2, 1℄ = K[3℄

[2, 3, 1, 2℄ = K[2, 2℄

[3, 2, 3, 1, 2, 3℄ = K[3, 2, 1℄

[1℄ = K[1℄

[3, 2℄ = K[0, 2℄

[℄ = K[0℄

[2, 3, 1, 2, 3℄ = K[2, 2, 1℄

[2, 1℄ = K[2℄

[3, 1, 2℄ = K[1, 2℄

[2, 1, 2℄ = K[2, 1℄

[2, 1, 2, 3℄ = K[2, 1, 1℄

[3, 1℄ = K[2℄

[3, 2, 1, 2, 3℄ = K[3, 1, 1℄

[1, 2℄ = K[1, 1℄

[2℄ = K[0, 1℄

[1, 2, 3℄ = K[1, 1, 1℄

A gau
he, on a tous les tableaux (�e
rits 
omme des mots) obtenus en

�evaluant les mots en v

i

dans l'alg�ebre nilplaxique. A droite, les 
oeÆ
ients
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en x ont �et�e d�e
ompos�es dans la base des polynômes 
lefs, �e
rivant K[v℄ au

lieu de K

v

(x).

9 IdCox(U)
NilCox(V)

Soient v

1

; v

2

; : : : ; v

n�1

v�eri�ant les relations nilplaxiques (38,39) et

u

1

; u

2

; : : : ; u

n�1

v�eri�ant les relations idplaxiques :

u

2

i

= u

i

; u

i

u

i+1

u

i

= u

i+1

u

i

u

i+1

(40)

u

j

u

i

u

k

= u

j

u

k

u

i

; u

i

u

k

u

j

= u

k

u

i

u

j

(i < j < k) (41)

D�e�nissons

K(U ;V) :=

(u

n�1

+

v

n�1

)

(u

n�2

+

v

n�1

) (u

n�1

+

v

n�2

)

(u

n�3

+

v

n�1

) (u

n�2

+

v

n�2

) (u

n�1

+

v

n�3

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(u

1

+

v

n�1

) (u

2

+

v

n�2

) (u

3

+

v

n�3

) � � � (u

n�1

+

v

1

)

(42)

En
ore une fois, le d�eveloppement doit être tel que les mots maximaux

soient

(u

n�1

� � �u

1

)(u

n�2

� � �u

1

) � � � (u

1

) et (v

n�1

� � � b

1

)(v

n�2

� � � b

1

) � � � (v

1

) :

On lit don
 le mot en U par 
olonnes, de gau
he �a droite, et le mot en V par

diagonales su

essives, de l'ext�erieur vers l'origine.

Ainsi, la paire de diagrammes (37) donne maintenant les mots

�

u

3

u

3

� u

2

�

u1 � u

1

�

= (u

3

u

1

) (u

3

u

2

) (u

1

) ( ) ;

v

4

� �

v

4

� v

2

� v

3

� v

1

= (v

4

v

2

v

1

) ( ) (v

4

v

3

) ( ) :

Nous n'examinerons pas i
i les propri�et�es de 
es mots, mais prendront

leurs images dans les deux alg�ebres de He
ke NilCox, IdCox, appel�ees Nil-

Coxeter et IdCoxeter. Leurs g�en�erateurs �u

i

et �v

j

v�eri�ent

�u

2

i

= �u

i

& �v

2

i

= 0 :

Les relations de tresse �etant des quotients des relations nilplaxiques ou id-

plaxiques, 
haque mot en v

j

ou u

i

s'�evalue dans NilCox ou IdCox respe
tive-

ment, en envoyant u

i

sur �u

i

, et v

j

sur �v

j

.

La d�e
omposition de l'es
alier en toutes les paires de diagramme 
ompl�e-

mentaires fournit une 
olle
tion de paires de mots

21

(u

�

; v

�

), �; � 2 S

n

, paires

21

en e�a�
ant les mots en v

j

non r�eduits, qui s'annulent.
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que l'on �e
rit 
omme des produits en 
onvenant que les lettres de U 
om-

mutent ave
 
elles de V.

Au lieu de paire de diagrammes 
ompl�ementaires dans l'es
alier, on peut,


omme le fait Lenart, prendre tous les remplissages possibles (dits triangles)

du diagramme de la partition [1; : : : ; n

�

1℄ par les nombres 0; 1. Bergeron et

Billey [2℄ utilisent quant �a lui/elle des triangles de +; ;.

La le
ture pr�e
�edente asso
ie �a 
haque triangle t un produit de mots

u(t) v(t), et le noyau s'interpr�ete 
omme un �el�ement de IdCox(U)
NilCox(V) :

K(U ;V) =

X

t

u(t) v(t) : (43)

Il se trouve que Lenart [32℄ a donn�e une interpr�etation de l'ensemble des

v(t) tels que u(t) = u

�

.

Th�eor�eme 3 (Lenart) Pour toute permutation � 2 S

n

, l'alphabet y �etant

sp�e
ialis�e en 0, on a

G

�

=

X

t

(

�

1)

`(�!)�`(�)

X

�!

; (44)

somme sur tous les triangles t tels que u(t) = u

�

, ave
 � telle que v(t) = v

�

.

La sym�etrie entre les bases Grothendie
k et S
hubert vue au th�eor�eme 1

permet alors d' �enon
er :

Th�eor�eme 4 Pour toute permutation � 2 S

n

,

X

�

=

X

t

G

�!

; (45)

somme sur tous les triangles t tels que v(t) = v

�

, ave
 � telle que u(t) = u

�

.

Par exemple, pour n = 4, les trois termes suivants de K(U ;V)

�

u

2

u

3

u

1

u

2

�

v

3

� �

� � v

1

u

3412

v

2143

;

u

3

� u

3

u

1

u

2

�

�

v

3

�

� � v

1

u

2413

v

2143

;

u

3

u

2

u

3

� u

2

�

�

� �

v

3

� v

1

u

1432

v

2143

donnent, en tenant 
ompte du retournement des permutations

X

2143

= G

2143

+G

3142

+G

2341

:

C'est don
 le même mod�ele 
ombinatoire qui d�e
rit les deux d�eveloppements,

quoique le d�eveloppement d'un polynôme de S
hubert 
omme une somme

positive de 
lasses de fais
eaux stru
turaux de vari�et�es de S
hubert paraisse
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beau
oup plus myst�erieux que le d�eveloppement inverse li�e �a une �ltration

de l'anneau de Grothendie
k.

Il faut en fait faire intervenir des propri�et�es de l'ordre d'Ehresmann-

Bruhat sur le groupe sym�etrique, que M.P.S
h�utzenberger et moi avons for-

mul�ees en terme de plongement dans le treillis distributif des matri
es �a signes

alternants (alternating sign matri
es) [30℄. On trouvera dans [21℄ 
omment

lire les polynômes de S
hubert ou Grothendie
k sur 
es matri
es.

On notera que le nombre de termes dans l'expression d'un polynôme de

S
hubert X

�

dans la base Grothendie
k est le même que dans la base des

monômes : il est en e�et �egal au nombre de triangles t tels que v(t) = v

�

. Il

est don
 aussi �egal au nombre de termes du d�eveloppement de X

�

�1

. Cette

propri�et�e d'invarian
e par rapport �a l'inversion des permutations a d'ailleurs

�et�e remarqu�ee depuis longemps en 
e qui 
on
erne le d�eveloppement des

polynômes de S
hubert dans la base des monômes (
f. [18℄).

Nous terminerons sur un exemple pour une permutation et son inverse :

ACE> X2G(X[1,4,2,5,3℄);

G[2,4,1,5,3℄ + G[1,4,3,5,2℄ +2*G[3,4,1,5,2℄ +G[3,4,2,5,1℄

+ G[2,4,3,5,1℄ + G[2,4,3,5,1℄ + G[1,4,2,5,3℄

# 8 terms, 
ounting multipli
ities

ACE> Tox(X[1,4,2,5,3℄);

2 2 2 2 2 2

x1 x4 +x2x1 +x3x1 +x4x1x2 +x1x2 +x3x1x2 +x4x2 +x3 x2

# 8 monomials

ACE> X2G(X[1,3,5,2,4℄);

G[2,3,5,1,4℄+G[3,4,5,1,2℄+ 2*G[2,4,5,1,3℄+G[1,4,5,2,3℄

+G[3,4,5,1,2℄ +G[2,3,5,1,4℄ +G[1,3,5,2,4℄

ACE> Tox(X[1,3,5,2,4℄);

2 2 2 2 2 2

x3 x1 +x3 x2 +2 x3 x1 x2 +x3 x1 +x3 x2 +x1 x2 +x2 x1
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