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Résumé

Nous donnons une douzaine de formules concernant les polynomes
de Schubert et Grothendieck, la moitié étant nouvelles, et la plupart
intéressantes. En particulier, nous explicitons la décomposition d’un
polynéme de Schubert comme une somme positive de polynémes de
Grothendieck, et montrons comment déduire des descriptions combi-
natoires de la considération de différents noyaux de Cauchy.

Abstract. We give a dozen formulas concerning Schubert and Grothendieck
polynomials, and their interrelations, half of them being new, and most of them
interesting. In particular, we explicit the decomposition of Schubert polynomials
as positive sums of Grothendieck polynomials, and show that non-commutative
Schubert polynomials are obtained by reading the columns of a two-dimensional
Cauchy kernel. A five pages summary in English has been added.
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English summary

The space of polynomials in n variables aq,...,a, is a free module over
the ring of symmetric polynomials Gym(n).

It has many Gym(n)-bases, for example the following two ones, which
were already known at the end of the 19th century :

al =a"-cam, T =Tiy,...i,) < pi=[n-1,...,1,0] ,
Ppi=A"(A, 1) A2(A, 5) - A™(A) , T<p),
writing A; := {ai,...,q;}, and A for the elementary symmetric function of

degree .



Introducing n other indeterminates, and tensoring by Z[by, ..., b,], one

rather takes the space of Laurent polynomials
Pol := Z[B|[af, ..., at

and proposes to describe it as a module over the ring Gym(A) of symmetric
functions in A with coefficients in B.

One is specially interested in the different actions of the symmetric group
S, = 6(A) on Pol.

The 1-dimensional alternating representation of G(A) gives two related
scalar products on Pol, writing A for the Vandermonde A := [T, ;(a; — a;) :

(f,9) = (f9.,1) = (1, fg) = > (-1 (fg)" A", (2)
(0) > (r9 T (1 -ay/a))". (4

Different varieties of divided differences act on Pol. They generate de-
formations of the group algebra of the symmetric group, the generators 71;
satisfying the braid relations, together with a Hecke relation

(Ti_QI)(Ti_QQ):O;

with some parameters ¢y, g2 that we shall specialize in {0,1,-1}. By reduced
products of T;’s, one obtains a linear basis {T,, : 0 € &,, of the Hecke algebra.

The generators T;, operating on their left, that we use in this text are,
apart from the simple transpositions

S; = (ai; az‘+1) )

0 = (ai—aip1) ' (1+s) = (1—s)(a—a)"
o= (l—aip/a) (L+s) = a;0; (1)
Ti = (1—=si)(aip1/ai—1)"" = Oiaiy1 = mi — 1

By reduced products, one gets, for each permutation o, operators d,, m,, Ty.

Introducing other variables z; := 1 — a;’!, one can also take the divided
differences relative to them, that we shall distinguish with a superscript . It
is easy to write the relations between these different operators. For example,

T a a
81' = 81 A; Q41 = ;541 8z .



The “maximal” operators® are all deformations of the operator
> oes, (1)1 A7 Indeed,

Dy = Z (-1)"Dg A7t = 0,0,0,05050, - - -, (3)
oEG,
72— 08 = (1= )l (1 — )" 0E ")
T = 050" w = 0%(a”)"
wa "l afw = (-1)% T (8)

For each variety of divided differences 7;, one chooses a polynomial ©. Its
images under the operators T, constitute a family of n! polynomials, which
will be a basis of ol if O satisfies some mild genericity conditions.

In the case 1; = 0, one takes

0= H (a; —b;) denoted X, (A,B).
b,y i+ <n
In the case T; = 7", one chooses

O= [ (1—bja7") denoted G,(AB),

1,7 +j<n
in the case T; = 7%, one prefers

O= [ (1-a;b7") denoted H,(AB) .

1<i<j<n

Their images are the Schubert polynomials X,, the Grothendieck polyno-
mials G4, the adjoint Grothendieck polynomials H, respectively :

X,(AB) = X, (A B) 9,0 | (9)

G, (AB) =G,(AB) T, &  H,(AB)=H,(AB)R, . (11)

The change of variables x; = 1 — 1/a;, y; = 1 — b;, translates, for what
concerns the Grothendieck polynomials, into taking

0= H (zi +y; — miy;) == Gu(x,y) (12)

1,7:0+j<n

and the operators T; = (1-x;41) OF = nf. Using (1-x;41) OF instead of 07, it
is clear that the term of smaller degree of G, (x,y) is equal to the Schubert

lie. indexed by w = [n, ..., 1], the permutation of maximal length in &,,.
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polynomial X, (x,—y) (a sign appeared, one has to take x := {x1,...,2,},
but —y = {-y1,..., ~yn}).

Schubert and Grothendieck polynomials are non-symmetric analogs of
Schur functions, and satisfy the same type of properties. In particular, they
satisfy a Cauchy formula?, specializing one of the two alphabets to 0 :=
{0,...,0}or1:={1,...,1}:

[T (@+wy)=> X(x,0) X,u(y,0), (15)

1<i,j<n;itj<n ocGy
[T a=b/a)=">" G.(A1)H,,(B1), (16)
1<i<j<n o€G,

that one can also write, with the variables z;, y;,

H (xz + Y — xiyj) = Z éa(xv 0) HWG(YJ 0) . (17)

1<i<j<n oEG,

The bases {G,} and {H,}, which are adjoint with respect to (, ), are
easy to relate explicitely :

(foa’p)w = (71)£(w0)Hwaw . (18)

Using the scalar product (, ) instead of (, ), one also obtains the relations
between the bases X, := X,(x,0) and G, := G,(x,0).

Theorem 1 The matrices X2G and G2X of change of basis between Schu-
bert polynomials and Grothendieck polynomials are equal, up to permutation
of rows and columns, and up to signs.

In more precise terms, one has

G, = Z(_l)l(w)(émew) X, (20)

qu = Z ‘ (é:r}; qu) éaw (21)

Schubert polynomials indexed by Grassmannian permutations (i.e. ha-
ving only one descent) are equal to Schur functions.

2M.P. Schiitzenberger forced me to publish it alone, in the note [18], to boost, possibly
upwards, my status. The outcome was that nor my name, nor his, was ever associated to

the key word Cauchy-Schubert in the literature, except, of course, in Macdonald’s lectures
[34].



In that case, writing Y7 instead of X,(x,0), when I = [iy,...,i,] is the
(increasing) partition which is the code of a Grasmmannian permutation o,
and writing G[I] for G,(x,0), one has by definition

_ AMp gz
Y} = T paw ’

G[I] = ,[L')‘+p 7'('3 = ,[L')‘+p(1_a;'2) . (l_a;-n)nflag 7

where A = [ip,, ..., 0]
One thus can write
xA+p

Yi= (1-as) - (Lan)"! o - (24)

Since the image of a monomial z#** under 7¢ is equal to Gluy, ..., i1]
when p € N is dominant, one gets from (24) the expression of the Schur func-
tion Y7 in terms of Grothendieck polynomials if one can replace the rational
function 22+ ((1-25) - -- (lfaz:n)"*l)*1 by a sum of dominant monomials.

This is done by using recursively formula (25). The outcome is an explicit
expansion (26), first obtained by Lenart [33], in terms of tableaux satisfying
a flag condition.

The polynomials G[J] occur in the K-theory of Grasmannians, and their
theory is currently developed by Buch [5]. As a matter of fact, I already consi-
dered them in [17], having rather in mind classes in K-theory of degeneracy
loci, or of determinantal varieties.

Using planar objects is a way to lift to the free algebra, or to the plac-
tic algebra, algebraic manipulations of polynomials. This is well known for
symmetric polynomials, and still fruitful for non-symmetrical ones.

The Cauchy kernel must now be displayed as a staircase :

(b1 + an,l)

[C(IB) A) . (b1 +.an_2) (b2 +‘an_2)

(b1 + al) (b2 + al) T (bn—l + a'l)

Distributivity with respect to ‘ 4+ ‘ amounts to decomposing the staircase
into pairs of complementary diagrams in all possible manners, one of the two
diagrams coding the choice of a; in a given box of the staircase, the other
coding the choice of b;.

Reading the planar objects in a specific manner, one gets from the Cauchy
kernel a collection of pairs of words that one can write as a sum of products
of words and interpret as an element of the tensor product of the free algebra
in A and the free algebra in B.



Recall that the ring Gym(A) is a commutative sub-algebra of the plactic
algebra Plar(A). This indicates that, as a first extension to the theory of com-
mutative Schubert and Grothendieck polynomials, one should use JPlax(A)
instead of the free algebra, and identify words modulo the plactic relations
(27, 28) (or some similar relations, the nilplactic ones, or idplactic ones).

Inside Plax(A), one has a distinguished sub-module, the Schubert module

Schub := -+ @ Gym(A3) @ Gym(Ay) ® Gym(A,)

each Gym(A;) being canonically embedded into PBlax(A) by identifying a
Schur function to a sum of tableaux of a given shape.

The Schubert module has many bases which lift the usual bases of Pol(A).
As Z-modules?, these two spaces are isomorphic, and the linear relations
between the different bases are preserved.

An elementary symmetric function in A; = {a4,...,a;} is a special Schur
function, and thus must be lifted into a sum of strictly decreasing words of
a given degree, that will still be denoted AF(A;).

By ordered products, one gets the first basis of Gchub :

PE(A) = A" (Ap_y) A2 (A p) -+ A (Ag)
neN, I=1[i,...,i,) <[n-1,...,0], (29)

n being now variable, identifying P/ and P{ ;.
One has also a basis consisting of products of complete functions

SFT = Sin(A) - ST(A), n€N,J =[j1,...,5n] €N . (30)

To prove that these two sets generate the full module Gchub, one uses
transformations of Schur functions into Schur functions of flag of alphabets
(cf. [22]). This allows to reduce each component of a space Gym(4A;) to a
single A*(A;), or S*(A;).

Defining non-commutative Schubert polynomials X7 by using divided
differences is delicate and will be examined in another text with Lin Hui and
A.L.B. Yang. It is easier to pass through the basis P, or the basis which is
the projection of 7 However, in that way it is not clear why should any
X7 be a positive sums of words.

Fortunately, key polynomials have an easy plactic lift, since the operators
m; and 7; can be made act on the free algebra, and by projection, on the
plactic algebra.

3or as Z[y1, y2, - - | modules, but in that case y1,y2, - . . are commutative indeterminates.



Key polynomials becomes sums of tableaux of a given shape satisfying flag
conditions, and Schubert polynomials are genuine sums of tableaux, being
positive sums of key polynomials [29].

To obtain properties of the polynomials X7, one considers different non-
commutative algebras and different Cauchy kernels. The reader will find them
in sections 6-7-8-9.

Let us point out the combinatorial descriptions (44), (45) of the entries
of the two matrices G2X or X2G, the first one being due to Lenart [32].
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1 Différentes bases de ’anneau des polynomes

Peu sont les outils algébriques sur les polynomes de plusieurs variables.
Le contraste n’en est que plus grand avec le monde foisonnant des polynomes
symétriques.

Certes, Panneau H,, des coinvariants® du groupe symétrique &,, est étudié
depuis un siecle.

C’est un espace de dimension n! qui, par exemple, admet comme base
les monomes af, I = [iy,...,i,] < p := [n-1,...,1,0]. On peut méme in-
terpréter un procédé d’élimination de Cauchy comme 'utilisation de la base
des produits de fonctions élémentaires (sur un drapeau d’alphabets) :

Pri= A (A, 1) A2(Ay ) ---Ain(Ay) , T<p,

ot les A"(A;) sont les fonctions élémentaires de A; := {a1,...,a;} (fixant n,
on écrira A au lieu de A,,).

Mais ce n’est qu’au début des années 70 que les géometres®, interprétant
H,, comme 1'anneau de cohomologic de la varété de drapeauz®, ont mis en
oeuvre des outils de calcul, qui en fait remontent a Newton, et décrit des
bases plus riches que les deux précédentes.

Pour ne pas perdre les fonctions symétriques, il vaut mieux, au lieu de
I’anneau quotient H,,, considérer ’anneau des polynémes, en tant que module

YZay, ..., an]/Gym (A), ou Spm,(A) est lidéal engendré par les polynomes
symétriques en A = {ay,...,a,} sans terme constant.

>Bernstein, Gelfand, Gelfand [3], mais on ne saurait restreindre & la géométrie le champ
d’activité de ces auteurs, et Demazure[8].

Snous ne nous intéressons ici qu’au groupe linéaire; les autres groupes classiques
donnent lieu a une théorie semblable.



sur ’anneau des polynomes symétriques Gym(A). On prendra éventuellement
un deuxiéme ensemble de variables B = {b;, bo, ...} invariant sous I'action de
S, lequel permute uniquement les a;. En un mot, c’est ’anneau

Pol := Z[B][af, ..., a]]

des polynomes de Laurent en A, a coefficients les fonctions en A; B symétriques
en A, que l'on entend décrire.

Différentes déformations de ’algebre du groupe symétrique agissent sur
Pol. En particulier, pour chaque permutation o € G,, il existe une différence
diviséee et deux différences divisées isobares 0,,m,,T,, définies par produits
réduits de différences élémentaires

0 = (ai—ai) " (1+s) = (1—=si)(ai—ai)™"
o= (—aipi/a) (T+s) = a;0; (1)
T = (L=s)(aipfai—1)"" = Oiagn=m —1

écrivant 0;, ;, T; dans le cas ol o = s; est la transposition simple qui échange
iy Ajy1-

Nous allons introduire trois nouvelles bases, mais tout d’abord, il nous
faut une forme quadratique” & valeurs dans Gym(A) :

(f.9) = (fg.1) = (L, fg) = D _ (-D)"(fg)7A™", (2)

oceGy,

olt A est le Vandermonde [],o;_;,(ai — a;).
Cette forme quadratique peut se réduire & employer une suite de groupes
62, car

Z (—1)1(”)0 AN =0, = 010,0,0;0:0, - - -, (3)
ceG,
ol w = [n,..., 1] est la permutation de plus grande longueur dans &,,.

On a besoin d’une deuxieme forme quadratique :

(f,9) = foa’ 0 = foma= 3" (g T] (—ajfa)?)" (@

c€G, 1<i<j<n

Les morphismes 0, 7, : Pol — Sym sont dits morphismes de Gysin en
théorie des variétés de drapeaux.

"C’est I'opérateur choisi par Cauchy et Jacobi pour construire une fonction symétrique
a partir d’'un mondme, ou plus généralement, d’un produit de fonctions d’une variable, et
obtenir ainsi les fonctions de Schur avant 'heure.



Toute transformation homographique sur les variables a; permet de définir
d’autres différences diviséees, que nous distinguerons par un exposant. Posons
r;=1—a; ! et convenons que &,, permute les a; tout autant que les z; :

S; = (a'iaai-i-l) = (in,$i+1) .

On vérifie aisément que

af = 6{‘ A;Qi41 = ;541 aza (5)
et que
wa Pl afw = —T,_; . (6)
Par produit, on trouve
¢ =a0,=(1—x) - (1 —a,)" 1 O (7)
et
wa 1t a’w = (-1)" 7, (8)
Par exemple,
Moo = U9059010%a205 = ay L 05 ay 1 07 as 1 o5
321 20107 120 toas 2V ayay N anas 2

_ —lar -1 _—-l1larar _ -1 _-2qarqrqr __ 2Qx
= a3 Oyay az 070; = ay az 050705 = (1*332)(1*373) 0591

le calcul précédent ne nécessitant que la commutation de 97 ou J;" avec une
fonction invariante par s;.

L’espace H(xy, ..., z,) est de dimension 1 en degré maximal (Z) Bernstein-
Gelfand-Gelfand et Demazure en ont déduit que les images, par les opérateurs
0% : 0 € G, de n'importe quel élément ayant une composante non nulle en
ce degré forment une base de H(z1, ..., z,), et donc une base de ol (en tant
que module sur Gym). La méme propriété est vraie® pour les opérateurs 7¢.

Avec M.P. Schiitzenberger, j’ai fait le choix de partir de

o=l ] @), [ (A =bi/a),
1,5:14+j<n 1<i<j<n

c’est-a-dire des “plus petites expressions” en un ou deux alphabets n’ayant
pas de symétries. A partir de ces éléments, on engendre, par différences di-
visées, les objets qui nous intéressent présentement.

8Pour n = 2, I’énoncé implique que z1,z10¢ = 1 est une base de H(x1,z2), ainsi que
{z1,z17} = 1}. Par contre, on ne peut prendre n¢{ pour l’anneau #(a;,as), puisque
a1y = a1 +ax =0.



Je restreins cet exposé aux propriétés liées au noyau de Cauchy, ainsi
qu’aux changements de base. Il va sans dire que les idéees récentes les plus
intéressantes concernant Schubert & Grothendieck interviennent en théorie
des carquois [6], [7].

Définition 1 Soit n € N. Les polynomes de Schubert X,(A/B), 0 € &,
sont

X,AB) = ] (m-b) &

b,jiitj<n

XO'(A7 ]B) = Xy (A, IB) Ouo - (9)

Les polynomes de Grothendieck G,(A,B), et polynomes adjoints de Gro-
thendieck H,(A,B) sont

G.(AB):= [] (1-bja;") & H,(AB):= [] (1-a;8;"). (10)

iji+i<n 1<i<j<n
G,(AB) = G, (A B) 70 & H,(A/B) = H,(A,B) T, - (11)

Par exemple, pour &3, on a les polynomes de Grothendieck

(1-b1/a1)(1-b2/a1)(1-b1/az2)

T 2
/4 AN
(l—bl/al)(l—bl/ag) (l—bl/al)(l—bg/al)
o 1
(141)1/(11) 171)11)2/0,10,2
TN\ /T
1
et les polynomes adjoints
(1—Z—f)( —‘Z—.Z)(I—Z—f)
%1 7?2
74 AN
(1-52)(1-52)52 o (1-52)(1-52)
T T
Bo-g252) )
1 N\ /Ty
az2a3as
b1b1b2
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Nous exprimerons aussi les polynomes de Grothendieck en terme des va-
riables z; := 1 — ai_l, y;j := 1 —b;, en les notant alors par la lettre G, avec
x={x1,..., %}, Yy ={y1,...,yn}. Cela revient a partir de
Gu(xy):= [ (wi+y— ) (12)

b,Jii+j<n

et utiliser les opérateurs (1-z;;1) 0F = ¢

Les différences divisées isobares servent aussi a définir récursivement d’autres
polynomes, qui ont maintenant pris le nom de polyndmes clefs (key poly-
nomials)”. Nous en donnerons deux versions {K,}, {I?U}, v € N*, nous
restreignant par simplicité a un seul alphabet.

Rappelons que nous identifions tout vecteur v € N* a n vecteur dans
N> en concaténant a droite une infinité de zéros. Réciproquement, N*° est
I’ensemble des vecteurs d’entiers ayant un ensemble fini de composantes non
nulles. Pour un vecteur v, nous notons v s; le vecteur obtenu en transposant
les composantes 7 et ¢ +1.

Définition 2 Pour toute partition décroissante A,
KA(8) = Ry(4) =, (13)
et pour tout v, tout v tel que v; > v;y1, alors

Ky, (A) = K, (A) 7} & Ky, (A) == K,(A) 7} . (14)
L’ensemble { K, v < p} est une base de Pol(A) en tant que Sym(A)-module
libre, la matrice de changement de base entre les polynomes de Schubert et
les polynomes clefs étant triangulaire®.

Ces différentes bases sont des analogues non symétriques des fonctions
de Schur. Le deuxieme alphabet peut étre mis en oeuvre pour en dégager
des propiétés d’interpolation qui permettent d’exprimer tout polynéme dans
I’'une de ces bases. Dans le paragraphe suivant, nous mettons plutot ’accent
sur les deux produits scalaires (2) et (4).

Les bases de Schubert et Grothendieck vérifient des propriétés d’orthogo-
nalité [26], que 'on peut formuler de multiples maniéres, par exemple comme

%Ils apparaissent dans la formule des caracteres de Demazure [9] et décrivent les espaces
de sections des fibrés inversibles amples au dessus des sous-variétés de Schubert de la variété
de drapeaux.

0pour 'ordre lexicographique (lecture de droite & gauche) sur les codes. On a aussi que
pour cet ordre, la base {X,(A,B)} est triangulaire dans la base {X,(A,0)}, en écrivant 0
(resp. 1) pour un alphabet dont toutes les lettres sont spécialisées en 0 (resp. 1).
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la décomposition d'un noyau de Cauchy :

[T @+y) = D Xo(x.0)Xeu(y,0) (15)

1<4,j<n;i+j<n oSG
I[[ @=bj/a) = ) G,(A1)Hy(B 1), (16)
1<i<j<n ac6,

que nous écrirons plutot, en utilisant les variables z;, y; introduites plus haut,

H (xz + Y — xiyj) = Z éa(xv 0) HWG(YJ 0) . (17)

1<i<j<n oG,

2 Relations entre les bases

Dans ce paragraphe, nous spécialisons chaque b; en 1, et donc chaque y;
en 0.

La relation entre les deux bases de Grothendieck est élémentaire (lemme
2.9 de [19]), nous en répétons la preuve.

Lemme 1 Pour toute permutation o,
(Goa”)* = (-1)"“" Hugry - (18)
Preuve.

G,rl, d’w = G,a’wwa™ ], a’w

; (—l)e(“’”)Gwa”wﬁgw == (_1)Z(WU)Hwaw )

I’égalité = provenant de (8). QED
Comme X, = G, et que les opérateurs engendrant les polynomes de
Grothendieck sont ¢ = (1 — z;41)07, au lieu de 07, il est clair que

G, = X, + termes de degré > (o) , (19)

Les deux bases sont triangulairement équivalentes. Nous donnerons plus loin
une interprétation combinatoire des coefficients du changement de base, mais
montrons tout d’abord que la matrice de changement de base est “presque”
auto-inverse.

L’orthogonalité (H,,, G¢) = 6, se réécrit

(Gowa?)* Gemly = (-1)10,¢

12



ie.
G;}wGCaoxJ = (G((;JWJGC) = (71)“0)60;4
car (a?)“m% = OF.
En d’autres termes, la base adjointe de la base des polynomes de Grothen-
dieck, pour le méme produit scalaire que pour les polynomes de Schubert,
est {£G¥,}.

Prenant un ordre total sur les permutations tel que 'involution 0 — ow
soit la symétrie retournant la liste des permutations, on a donc ! :

Théoreme 1 Lnverse G2X de la matrice X2G de changement de base des
polynomes de Grothendieck dans la base Schubert, y étant spécialisé en 0,
est obtenue en prenant la symétrique de X2G par rapport a [’anti-diagonale,
et en remplacant les entrées par leur valeur absolue, i.e.

Gy = Y (-1)"(G,, X)X, (20)

X = Y ‘ (G¥, X,,) ‘éw (21)

Voici, pour n = 4, les matrices de changement de base G2X et X2G.
Chaque ligne est le développement d’un polynome de Grothendieck ou de
Schubert.

Par exemple, la premiere matrice indique que

G143 = X143 — Xozar — X314 + Xzou
et la seconde, que

Xiazo = 61432 + 2é2431 + 63412 + 63421 .

nous montrons plus loin que les matrices X2G sont positives, nous avons inclus cette

propriété dans ’énoncé du théoreme.
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On remarquera que chacune de ces deux matrices est symétrique par
rapport a son anti-diagonale, mis a part 'extra terme X354; dans ’expression
de G143, et son correspondant Gz412 dans 'expression de Xi493.

3 Schur et Grothendieck

Les fonctions de Schur ont une interprétation géometrique, comme repré-
sentant les cycles de Schubert, i.e. les classes des sous-variétés de Schubert
dans ’anneau de cohomologie d’une grassmannienne. Plus simplement, ce
sont les polynomes de Schubert symétriques.

Les classes des sous-variétés de Schubert dans ’anneau de Grothendieck
d’une grassmannienne sont aussi des fonctions symétriques. Bien entendu,
elles peuvent s’exprimer comme combinaison linéaire de fonctions de Schur,
les relations entre ces deux bases étant un cas particulier des relations données
au paragraphe précédent.

En fait, dans mon premier article publié [17], j’ai donné une expression
déterminantale de la classe du faisceau structural d’une sous-variété de Schu-
bert d’une grassmannienne, et donc, en langage plus humain, calculé a mon
insu les polynomes de Grothendieck en AB, symétriques en A . Différentes
expressions sont d’ailleurs possibles, entre autres suivant que 1’on choisit les
variables a; ou x;, ou en modifiant le déterminant par combinaison de lignes
ou de colonnes.

Développant suivant B, on obtient ’expression des polynomes de Gro-
thendieck dans la base Schur. La méme méthode s’applique au développement
d’un polynome de Grothendieck vexillaire'? dans la base des polynomes de
Schubert.

12qui a une expression déterminantale généralisant le cas symétrique, les multifonctions
de Schur remplacant les fonctions de Schur.
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L’expression d’une fonction de Schur dans la base Grothendieck s’ob-
tient aussi par un calcul algébrique direct, ainsi que le détaillent les lignes
suivantes. Comme au paragraphe précédent, ’alphabet B est spécialisé en
1={1,1,1,...}, et donc y est spécialisé en 0. Au lieu de G,, nous écrirons
G|[I], I étant le code de o. Dans le reste du paragraphe, Y7 désigne le po-
lynéme de Schubert X, (x,0).

Soient n € N, p = [n-1,...,1,0], w = [n,...,1], A € N" une partition
décroissante, I sa retournée croissante.

Par définition,

v, = oo, (22)
Gl = ™78 =P (1-aq) - (1-2,)" 10" (23)
On peut donc écrire
xA+p

Vi = (1-a2) - (L-an)"? o (24)

et I'on aura un développement de Y; en terme de polynomes de Grothendieck
si 'on peut remplacer la fraction rationnelle par une somme de monomes
dominants (i.e de degré faiblement décroissant en x1,x,,...). Pour cela, il
faut faire appel au lemme suivant.

Lemme 2 Soient i,k € N, et f symétrique en x;,x; 1. Alors

k
L = faf (afaly, + - afal) 7wl (25)
-z

X

fa®

Preuve. On écrit en effet

k 1 _ k.0 k. k k, k+1 -1
i (l’xiﬂ =TT T T l’i+1) + T (I-2i41)

k+1
Comme 7 = (1-z;11)0% et que fxp%(l—xiﬂ) est symétrique en x;, T;,1,
il est annulé par 07. QED
Prenant la décomposition réduite m, = (m,_1 -+ m1) (Tp_1 -+ m2) -+ (1),
on élimine successivement les facteurs

(1-zp), ..., (1-22), (1-2,), ..., (1-x3),..., (1-x,)

du dénominateur, obtenant en numérateur uniquement des monomes domi-
nants x*. Par définition, chacun de ces monomes est envoyé sur un polynome
de Grothendieck dont l'indice est le retourné de p.
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L’algorithme peut se représenter planairement. Il a eu n — 1 étapes ou
I’on a multliplié par une puissance de x,,, n — 2 étapes ou ’on a multliplié par
une puissance de x, 1, ..., 1 étape ou ’on a multliplié par une puissance de
Ty. En représentant planairement par le diagramme d’une partition chaque
monome, et écrivant 7; pour les cases crées par la j-ieme multiplication par
x;, on obtient des remplissages de diagrammes gauches. Les lettres ¢ sont in-
utiles, donnant uniquement le numéro de la ligne. Si on les efface, on obtient
tres exactement tous les tableaux gauches de forme intérieure I, respectant
la condition de drapeau [0, 1,...,n-1], i.e. a la ligne numéro ¢ ne peuvent ap-
paraitre que les entiers 1,2,...,i—1. En résumé, on a la proposition suivante,
due & Lenart'?[33].

Proposition 1 Pour toute partition croissante I € N, on a le développement

Y=Y ¢Gl], (26)
J
ot ¢] est le nombre de tableauz de forme J/I respectant le drapeau [0,1, ..., n-1].

Par exemple,

ACE> X2G(Y[1,3,4]); # input in x.i, X[ or Y[]
G[1,3,4] + G[1,4,4] + 2 G[2,3,4] + 2 G[2,4,4] + 3 G[3,3,4]
+ 3 G[3,4,4] + 3 G[4,4,4]

ce qui est donné par I’énumération

1 2 11 112 212
+ + + + +
L | | | | | |
1 2 1]1 112 2|2
+ 1]+ 1]+ 1]+ 1]+ 1]+ 1
11112 1122 2(2(2
+ 1]+ 1]+ 1

Cette somme de tableaux gauches est produite par le calcul algébrique sui-
vant, en écrivant a chaque étape un wimems,; au lieu de 7§,; pour montrer

13qui en donne une preuve utilisant des chemins non-coupants, preuve cependant non
directe puisqu’elle suppose connu le développement des polynéomes de Grothendieck dans
la base Schur.
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quel couple de variables est choisi pour appliquer (25).

4314210
_ 4314210 . __ a
Yisa =1z = @
321 (1 - x2)(1 . .’173)2 321
4314210 231 4 432 4 433 210 o
Ty 321

ﬂ_aﬂ_a —
(1 —29) (1 =) 275 (1= ) (1 — 3)
(@B + 21 + (@2 4+ 2M) + (@ +21) L
= (1= ) T2 T321

— ((ZL‘431 +ZL‘432 —|—.’L’433) 4 (.’L’441 +ZL'442 +ZL'443 —|—.’L’444)
+ (.’L’432 + ZL‘433) 4 (ZL'442 4 .’17443 4 .’17444)

4 (.’17433) 4 (.’17443 4 :L‘444)> .’17210 7_‘.;21 7

ou nous avons figuré des parentheses pour marquer les étapes.
On trouvera dans Buch [5] une étude plus approfondie du cas des po-
lynémes de Grothendieck grassmanniens.

4 Décomposition des diagrammes
et non-commutativité

Couper un alphabet en deux : A — A’ U A" fait partie des opérations
de base sur les fonctions symétriques. C’est le coproduit de Gym considérée
comme algebre de Hopf [13]. On peut U'interpréter aussi comme doubler les
lettres : a — a’,a”, ou bien les munir d’'un spin.

Etant donné un diagramme de boites dans le plan, on peut similairement
le décomposer en deux diagrammes complémentaires, en décidant d’attribuer
chaque boite a I'un ou 'autre, de toute les manieres possibles.

Par exemple,
(2o %) (080, )e( 20 =)
O . O . O .
| : [ ] : |
, m )( . l)+<' -, | l),
[ ] (W . : [ ]
en écrivant une somme au lieu d’une énumération de 2* termes.
Introduisant des regles de lecture de chacun des diagrammes, on ob-

tient, a partir d’'un diagramme, une somme de paire d’objets qui peuvent
etre, selon le probleme considéré, des monomes, des mots, des tableaux, des

O ) O :
0 o devient o _a, - -
a a ~
O

-
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décompositions réduites, &c. Nous donnerons quatre des combinaisons pos-
sibles.

La version finie de la formule de Cauchy, dans le cas commutatif, s’in-
terprete comme la décomposition d’une fonction de Schur rectangle en A-B
en une somme de produits de fonctions de Schur en A et B d’indice complé-
mentaire. On aura ainsi, pour exprimer Spss(A-B) en terme de A et B, la
décomposition symbolique

Q0 Q
©Q
0 Q

ooo

o O i o
S—SSI+SDII+%%=—%III
_SD=I+DD==+E=II_D==I+==='

Dans le cas non-commutatif, il n’est pas suffisant de savoir décomposer le
diagramme d’une partition en deux diagrammes de partitions. Ainsi, dans le
cas de deux alphabets A = {aq,as,a3}, B = {b, by}, on énumerera, au lieu
de partitions, des paires du type

o-, -®
qu’on lira, suivant des regles qui seront précisées par la suite, comme le
produit des mots asaza; et bibsby.

De fait la théorie des fonctions symétriques et sa version plaxique reposent
essentiellement sur la formule de Cauchy, en un mot, sur la décomposition
d’un rectangle. Dans les paragraphes suivants, nous montrons que similaire-
ment, la théorie des polynomes de Schubert et Grothendieck met en oeuvre
la décomposition d’'un diagramme escalier, et qu’introduire deux dimensions
dans le calcul algébrique permet d’accéder facilement a la non-commutativité.

5 Module de Schubert

L’algebre plaxique sur un alphabet totalement ordonné A, que I'on sup-
posera infini, est le quotient de 1’algebre libre par les relations plaxiques dues
a Knuth [15] :

cab = ach (a<b<c), (27)
bac = bea (a<b<c). (28)

que 'on peut écrire planairement :

la

¢ |
a<b<ec
i (@b <o

| b

Cc
c | a

b (a<b<c)
a
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Définissant la fonction de Schur plaxique S) comme la somme de tous les
tableaux de forme la partition A, on observe que le produit de deux fonctions
de Schur est une somme de fonctions de Schur, et donc que Gym(A) peut
étre considérée comme une sous-algebre commutative de Plap(A).

Par produit tensoriel on a donc un plongement du module de Schubert'*

Sehub := - -- @ Gym(A3) @ Sym(Ay) ® Gym(4,)

dans Plax(A).

Les fonctions élémentaires, qui sont des fonctions de Schur particulieres,
se relevent, dans 1’algebre libre ou dans PBlax, en sommes de mots strictement
décroissants de degré donné, que nous continuerons a noter AF.

Par produit, on définit dans ’algebre libre (et par projection dans 1’algebre
plaxique) les produits ordonnés de fonction élémentaires par

P (A) i= A (A1) A (M) - A (Ay)
neN, I=[i,... i, <[n-1,...,0], (29)

(identifiant donc P{ et By ,;), et les produits de fonctions completes
ST = S (Ay) -+ S (A), nENT =[ji,... Ja] EN L (30)

(identifiant 577 et S77*0),

Comme les P;(A) (resp. les images commutatives des S*”) constituent
une base vectorielle de Pol(A), on obtient donc un plongement de Pol(A)
dans Plar(A) en envoyant chaque P;(A) sur P7(A). On vérifie que c’est le
méme plongement que celui fourni par 'identification des produits de fonc-
tions completes.

Par exemple,

a% = Pr1o0 — Paooo — Prio

a pour image dans I’algebre libre ou I'algebre plaxique

(a1 +ag +az)(a; +az) — (asay +aza; +azas) — (ay +az)a; = asas + ayas — asay .

On a aussi que a3 = S?(Ay)—S'(Ay) St (A, ), et donc, utilisant la base S7(A) :
5702(1&) — SFH(A) = aja; +a1as +asas — (aj +ag)ay = asas + ajas — aza;

ce qui est bien le méme relevement de a3.

14 est-a-dire, le module engendré par les produits finis de fonctions symétriques en
..., Az, Az, Ay, en respectant l'ordre des alphabets A, := {a1,...,an}.
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On peut réduire tout élément de Gchub a une combinaison linéaire de
PF(A), ou de SF7(A), en utilisant récursivement les identités!®

AN (AN (Ay) = NTHADANTHAL) = A (A )N (A,) = AT (AL )ATH(A,)

et
S7(8n)S*(An) = ST (AL) ST (An) = S7(A) S (A1) =S (An) ST (A1)

Cette remarque implique que le module de Schubert a pour bases linéaires
{(PF(A) : T<[...,2,1,0]} et {ST/(A)}, et est isomorphe & Pol(A).

Si 'on a perdu en grande partie la structure multiplicative de JPBol(A),
on a par contre préservé les opérateurs associés au groupe symétrique. Les
différences divisées seront examinées dans un autre texte avec Lin Hui et
Boliya Yang [31], nous nous contentons ici des différences divisées isobares.

On définit récursivement Paction'® sur Plagr de 7;, i € N, par :

“1 B+l
a> B, afal,m = afaly +af a4 afay, (31)
B _ B
(aiaaiﬂ + a; a;'l+1) T = 00 +a;ai, (32)

en imposant la compatibilité suivante, pour tout n,k et tout mot u dont
la restriction aux lettres a;,a;11 est plaxiquement égal a une puissance de

Aj+1Q; -

C1"'Cn7Ti:Zd1"'dn, ¢i,d; € A, implique
(1 cp)u(cprr--cn)m :Z(dl---dk)u(dk+1---dn) . (33)

On vérifie ensuite que 'image d’'un S7 ;(A) appartient encore & Gchub. Les
différences divisées isobares!” 7; et 7; préservent donc le module de Schubert.

Cette préservation fournit donc deux autres bases de Gehub, qui relevent
les polynomes clefs.

15Plus généralement, on peut transformer P’expression déterminantale d’une fonction de
Schur en les fonctions completes ou élémentaires d’un alphabet en un déterminant ou les
alphabets sont différents dans chaque ligne, cf. [22].

16En fait, sur I’algebre libre, de maniére compatible avec la projection sur JPlax [28].

1"Mais elles ne vérifient pas les relations de tresse, il n’y a donc pas de maniere évidente
de relever un 7, en un opérateur sur Gchub si o n’est pas une transposition simple. On
a en fait [23, 20, 14|, une structure de graphe cristallin sur ’ensemble des mots d’un
degré donné, avec des opérateurs e;, f; en terme desquels on peut exprimer les m; non
commutatifs et leurs produits.
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Définition 3 Pour toute partition décroissante A,
K (A) = K (A) = a)*apa}’ (34)
et pour tout v, tout v tel que v; > v;11, alors
Kl (&) = K[ (A)rf & K[ (A) =K (A7 (35)

Reiner et Shimozono définissent les K7 (A) par énumération de mots ma-
jorés par les éléments d’une classe plaxique ou nilplaxique idoine [36].

Bien entendu, c¢’est la base Schubert ou Grothendieck qui est la plus fon-
damentale. En utilisant la décomposition dans la base P;(A), on peut écrire
le représentant X7 (A) dans Gchub d’un polynome de Schubert X, (A, 0).
Nous avions, M.P. Schiitzenberger et moi, pensé a cette définition des la
premiere note sur les polynomes de Schubert, mais elle ne nous avait pas
semblé devoir étre gardée, faisant apparaitre des signes négatifs. Cela nous
a amené A utiliser plutot les K7 (A), mais alors cela pose le probleme de
décrire ’ensemble des décompositions réduites d’'une permutation. Je préfere
présentement, dans les paragraphes suivants, me borner a utiliser différents
noyaux de Cauchy, les seules opérations requises étant de développer des
produits dans les algebres plaxique ou nilplaxique.

On prendra garde que mis a part le premier et troisieme cas, le noyau ne se
développe pas comme un produit dans les algebres indiquées. Il faut d’abord
énumérer toutes les décompositions d’un diagramme avant d’effectuer des
calculs algébriques.

6 Pol(y) ® Plar(A)

Etendons les coefficients de Plar(A) aux polynomes en des variables com-
mutatives y; commutant avec les lettres de A.
On définit, dans cet espace, un noyau de Cauchy :

(y1 + @p—1)

K(y,A) = (y1 +‘an72) (92 +.an72)

(y1 + a1) (y2+a1) - (Yn1+ar)
en lisant par colonnes, de gauche a droite.

Théoréme 2 Le noyau K(y,A) se décompose en une somme de produits de
polynomes de Schubert :

K(y,A) = > X,(y,0)X7,(A) . (36)

ceG,
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Preuve. Chaque colonne du noyau s’écrit, dans Plar(A), comme une somme
>y A4
i

Le noyau appartient donc a Pol(y) ® Sehub(A). Le coefficient d’un polynome
de Schubert en y est par la méme ’élément de Gehub(A) qui releve le coef-
ficient du méme polynoéme dans le cas commutatif. C’est donc un polynome
de Schubert plaxique. QED
Par exemple, pour n = 4, le coefficient de Xa341(y, 0) = y1y2y3 est
a3 as

X7, + = LEm o tam
— a2 a2 a2 a2 a2 a2
1432 HENE al HE a] al | a1 | | al ay | ]

=13 3 3 2 2
P EEnpMnnEnenn
(on écrit 1,2, ... dans les tableaux, au lieu de ay, as, . ..).

Pour obtenir un X7 (A), il suffit donc de savoir décomposer un polynéme
(commutatif) en y dans la base Schubert, c’est-a-dire, on n’a besoin que
d’algebre linéaire.

# on utilise les variables x.i au lieu de y.1
NoyauPolPlax:=proc(n) local res,i,j;
res:=wl];
for i from 1 to n-1 do
for j from 0 to n-i-1 do
lprint( cat(x,i)*w[] + wln-i-jl);
res:=FreeConcat(res, cat(x,i)*w[] + w[n-i-j])
od;
od;
res
end:
ACE> coeff (ToX(expand(NoyauPolPlax(4))),X[2,3,4,1]);
# exemple precedent = coeff de ylxy2xy3= X[2,3,4,1]
wl2,1,2]1+w[3,2,2]+w([3,1,1]1+w[2,1,1]1+w[3,1,2]

7 Plox(B) @ Plax(A)
Considérons le noyau

(b1 —+ an_l)
K:(]B, A) — (b1 +:an_2) (b2 +:an_2)
(b1 + al) (b2 + al) Tt (bnfl + al)
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Pour développer ce noyau, il faut cette fois-ci énumérer toutes les décompositions
du diagramme escalier en deux diagrammes complémentaires. On lira, comme
ci-dessus, un mot en A pour le premier diagramme (une boite a hauteur i se
lit a;, mais par symétrie, il faut lire le deuxiéme diagramme par lignes (de
droite a gauche), les lignes de bas en haut, pour obtenir un mot en B (une
boite en colonne j se lit b;).

Par exemple, la décomposition

o-o0- N
se lit (en gardant trace des colonnes par des parentheses)
. by
Pay - = (6 (a302) () () 5w e = (babs) (bsby) () (b) -
a coal - by - by

Le mot de degré maximal en A ou B est

(@por - a)(@nos - ar) - (ar) ou (bu_y -+~ b)(bu_a - b1) -+ (b1)

et les différents mots obtenus en sont des sous-mots.

En décomposant plus généralement le diagramme d’une partition (au lieu
seulement de ’escalier), nous montrerons dans un autre texte que le noyau
K (B, A) appartient a l’espace

Gehub(A) @ Schub(B) ,

les lettres de A commutant avec les lettres de B.
Le corollaire de cette assertion est que la somme des produits de mots
obtenue par développement du noyau IC(B, A) est égale a :

> XT(B)X],(A)

0’6671

dans Plax(B) x Plax(A).

On trouvera par exemple, en énumérant
b1 b1
b2 ) b1 9 b1 b y b1 bo , b2 , b2 ,

le terme
b3 b3
CL CL CL — -
a2 CLl a1
by | by by | by

qui est bien égal & X35, (B) X35 (A
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8 Pol(x) ® MPI(V)

Soient vy, v, ..., v, 1 vérifiant les relations nilplaxiques [24, 10] :
2 _ _
v =0, VYV = Vi1Vl (38)
VU = UURY; , UURY; = Upv0; (1< j < k) (39)

Définissons, dans I’algebre nilplaxique engendrée par les v;, a coefficients
en les variables commutatives x, le noyau nilplaxique

(1 + .’Ifl’Un_l)

14 20, 9) (14 290,_
Ko v) o= () (e

(1+zyv1) (1+zov2) -+ (I4+2p105-1)

On développe, la encore, par colonnes successives de gauche a droite.
Chaque produit!® de colonnes donne un tableau dans 9¥RI(V). La forme de
ce tableau est obtenue par une suite d’adjonctions de bandes verticales' | que
I’on remplit par les lettres xy, x5, ... pour distinguer ces bandes. On obtient
ainsi une paire de tableaux, un tableau nilplaxique et un tableau en 1, o, ...
de forme transposée. Le noyau peut donc en fait étre considéré comme un
élément de Plor @ MPI plutot que Pol @ TP

On aurait pu transposer le noyau pour avoir, comme dans la construction
de Schensted, ’adjonction de bandes horizontales que ’on peut remplir avec
X1, T9, ..., ou bien des lettres toutes différentes, en distinguant de gauche a
droite les différentes occurences de x1, xo,... :

T; —> :1:51), :1:52), :1:53), e
La construction de Schensted peut se réinterpréter en considérant des mots
en bilettres commutatives, ou des matrices d’entiers[15] : les deux tableaux de
Schensted jouent alors un role symétrique et sont échangés en variant ’ordre
lexicographique sur les bilettres. Cette construction n’est pas directement
applicable au cas nilplaxique, car les relations nilplaxiques ne sont pas des
relations de commutation?.

L’évaluation du noyau dans 'algebre NilCoxeter fait apparaitre comme
coefficients les polynomes de Schubert en x (cf. [4, 12, 11]), et résulte des

185’1 est non nul, c’est-a-dire, s’il est réduit en tant que produit de transpositions simples.
yertical strip
2071 existe en fait une opération de plazification [37], mais elle exige justement de trans-

former les mots.

24



formules de récurrence données dans la note [25] (pour plus de détails, cf.
(22, ch. 10]).

L’évaluation dans 1’algebre nilplaxique est plus délicate, et résulte de la
considération de vice-tableaux [20], mais on peut aussi 'obtenir & partir de
la description des polynomes clefs par Reiner et Shimozono [36].

L’assertion (25) de [20] est que le noyau KC(x, V) décompose en une somme
de tableaux en V), les coeflicients étant des polynomes-clefs en x (une des-
cription plus précise exige des constructions concernant les tableaux et les
décompositions réduites dont nous n’avons pas besoin dans ce texte).

Pour compenser ce manque, voici ce que donne ACE :

ACE> NoyauPolNiplax(4):
ACE> map (x2K,%) ;
[3, 2, 3] = K[0, 2, 1]
[2, 1, 3] = K[2, 0, 1]
[3] = K[0, 0, 1]
[2, 3] = K[0, 1, 1]

[3, 2, 1, 3] = K[3, 0, 1]
[1, 3] = K[1, 0, 1]

[3, 2, 3, 1, 2] = K[3, 2]
(3, 1, 2, 3] = K[1, 2, 1]
[3, 2, 1, 2] = K[3, 1]

[3, 2, 1] = K[3]

[2, 3, 1, 21 = K[2, 2]

[3, 2, 3, 1, 2, 3] = K[3, 2, 1]
[1] = K[1]

[3, 21 = K[0, 2]

[1 = K[0]

[2, 3, 1, 2, 3] = K[2, 2, 1]
[2, 1] = K[2]

[3, 1, 2] = K[1, 2]

[2, 1, 2] = K[2, 1]

[2, 1, 2, 3] = K[2, 1, 1]
[3, 1] = K[2]

3, 2, 1, 2, 3] = K[3, 1, 1]
[1, 21 = K[1, 1]

[2] = K[0, 1]

[1, 2, 3] = K[1, 1, 1]

A gauche, on a tous les tableaux (écrits comme des mots) obtenus en
évaluant les mots en v; dans 'algebre nilplaxique. A droite, les coefficients
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en x ont été décomposés dans la base des polynomes clefs, écrivant K[v] au
lieu de K,(x).

9 JoCor(U) @ NilCor(V)

Soient vy, vg,. .., v, 1 vérifiant les relations nilplaxiques (38,39) et
U1, Uz, . . ., U,_1 vérifiant les relations idplaxiques :
2wy Ul = Ui U 40
Up = Ui, Ui Ui = Ui Uiy (40)
WU = UjURl; ,  Wupl; = upui; (1< j < k) (41)
Définissons

(Unfl 'H)nfl)
(Unf2 'H)nfl) (unfl +Un72)
IC(LI,V) = (U'n—3 JrUn—l) (Un—Z +Un—?) (un—l Jr7)77,—3)

(Ul +’Un_1) (U,Q +Un—2) (U3 +’Un_3) cee (un—l +U1)
(42)
Encore une fois, le développement doit étre tel que les mots maximaux
soient

(1 1) (s -ur) - (1) €t (Up_y - b1)(Vp_n--by) -~ (v1) .

On lit donc le mot en U par colonnes, de gauche a droite, et le mot en V par
diagonales successives, de l'exterieur vers 'origine.
Ainsi, la paire de diagrammes (37) donne maintenant les mots

. 4
Cup o = (usw) (usue) (un) () 5 e ow = (vava01) () (vavs) () -
ul - up - - v3 - U1

Nous n’examinerons pas ici les propriétés de ces mots, mais prendront
leurs images dans les deux algebres de Hecke MilCor, JoCor, appelées Nil-

Cozeter et IdCozeter. Leurs générateurs u; et ¥; vérifient

S 2 _
u;y = u; & v, =0.

Les relations de tresse étant des quotients des relations nilplaxiques ou id-
plaxiques, chaque mot en v; ou u; s’évalue dans MilCor ou JoCor respective-
ment, en envoyant u; sur u;, et v; sur v;.

La décomposition de I'escalier en toutes les paires de diagramme complé-
mentaires fournit une collection de paires de mots*' (u,, v¢), 0, € &, paires

2Len effagant les mots en v; non réduits, qui s’annulent.
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que l'on écrit comme des produits en convenant que les lettres de U com-
mutent avec celles de V.

Au lieu de paire de diagrammes complémentaires dans ’escalier, on peut,
comme le fait Lenart, prendre tous les remplissages possibles (dits triangles)
du diagramme de la partition [1,...,n-1] par les nombres 0, 1. Bergeron et
Billey [2] utilisent quant & lui/elle des triangles de +, ().

La lecture précédente associe a chaque triangle ¢ un produit de mots
u(t) v(t), et le noyau s’interprete comme un élément de Jo€or(U) @ NilCor (V) :

KU,v) =3 ult)o(t) . (43)

t

Il se trouve que Lenart [32] a donné une interprétation de 1'ensemble des
v(t) tels que u(t) = u,-.

Théoréme 3 (Lenart) Pour toute permutation o € &, l'alphabet y étant
spécialisé en 0, on a

G, = Z(,l)l(CW)—l(U) Xew (44)

t

somme sur tous les triangles t tels que u(t) = u,, avec ¢ telle que v(t) = v.

La symétrie entre les bases Grothendieck et Schubert vue au théoreme 1
permet alors d’ énoncer :

Théoreme 4 Pour toute permutation ( € &,
Xe=) Gou . (45)
t

somme sur tous les triangles t tels que v(t) = v¢, avec o telle que u(t) = u,-.

Par exemple, pour n = 4, les trois termes suivants de (U, V)

. v3 us . us

u2 U3 co u3 v3 - U2 uz .
up u2 - RN} 5 up u2 - c V1 s cou2 - v3 - U1
U3412 V2143 U2413 V2143 U1432 V2143

donnent, en tenant compte du retournement des permutations
Xo143 = Goraz + G2 + Gazar -

C’est donc le méme modele combinatoire qui décrit les deux développements,
quoique le développement d’un polynome de Schubert comme une somme
positive de classes de faisceaux structuraux de variétés de Schubert paraisse
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beaucoup plus mystérieux que le développement inverse lié a une filtration
de 'anneau de Grothendieck.

Il faut en fait faire intervenir des propriétés de 'ordre d’Ehresmann-
Bruhat sur le groupe symétrique, que M.P.Schiitzenberger et moi avons for-
mulées en terme de plongement dans le treillis distributif des matrices a signes
alternants (alternating sign matrices) [30]. On trouvera dans [21] comment
lire les polynomes de Schubert ou Grothendieck sur ces matrices.

On notera que le nombre de termes dans ’expression d’un polynome de
Schubert X, dans la base Grothendieck est le méme que dans la base des
monomes : il est en effet égal au nombre de triangles ¢ tels que v(t) = v,. 1l
est donc aussi égal au nombre de termes du développement de X,-1. Cette
propriété d’invariance par rapport a l'inversion des permutations a d’ailleurs
été remarquée depuis longemps en ce qui concerne le développement des
polynémes de Schubert dans la base des monomes (cf. [18]).

Nous terminerons sur un exemple pour une permutation et son inverse :

ACE> X2G(X[1,4,2,5,3]);
G[2,4,1,5,3] + G[1,4,3,5,2] +2%G[3,4,1,5,2] +G[3,4,2,5,1]
+ G[2,4,3,5,11 + G[2,4,3,5,1] + G[1,4,2,5,3]
# 8 terms, counting multiplicities
ACE> Tox(X[1,4,2,5,3]);

2 2 2 2 2 2
x1 x4 +x2x1 +x3x1 +x4x1x2 +x1x2 +x3x1x2 +x4x2 +x3 x2
# 8 monomials

ACE> X2G(X[1,3,5,2,4]);
G[2,3,5,1,4]+G[3,4,5,1,2]+ 2xG[2,4,5,1,3]+G[1,4,5,2,3]
+G[3,4,5,1,2] +G[2,3,5,1,4] +G[1,3,5,2,4]

ACE> Tox(X[1,3,5,2,4]);
2 2 2 2 2 2
x3 x1 +x3 x2 +2 x3 x1 x2 +x3 x1 +x3 x2 +x1 x2 +x2 x1
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