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Une variable I

Que faire avec un ordinateur ?

Tout utilisateur de systéme de calcul formel peut retrouver le

“théoréme binomial” :

map(factor, taylor(1/(1 — z x a)¥, 2,6));

1+ kaz +1/2ka®(k + 1)2% + 1/6ka’(k + 2)(k + 1)2° + 1/24ka*(k +
3)(k+2)(k+1)z* + 1/120ka®(k + 4)(k + 3)(k + 2)(k + 1)2° + - --




Si besoin est, on peut pousser jusqu’a des ordres plus élevés quand la

régularité est moins évidente :

taylor(convert([seq(1 — q*,i = 1..99)],“* ‘), q, 100);

l— g+ P +q" —q'2— g 4 ¢22 + 26 — 35 — g% 1 Pl 4 57 —
70 — 7T+ 2+
et refaire ainsi beaucoup des calculs d’Euler. Ile ne reste plus qu’a

trouver les LOIS. Encore que ... et Allégre nous en

dispensent (pour des raisons différentes).




Quid de plusieurs variables

“Théoréeme binomial” a plusieurs variables :
map(factor, taylor(1/(1 — zxa)* /(1 — zxb)* /(1 — z x c)*, 2,6));

1+ k(a+b+c)z+ 1/2k(ka® + a? + kb + b* 4 2kba + kc? + ¢ + 2kca + 2keb)z? +
1/6k(2a° + 3ka® 4+ k2a® + 3k2b%a + k?b> + 3kb> + 3kb%a + 3k*ba® + 3kba” + 2b° + k% c® +
3kc® 4 3k%c?a + 3kc?a + 3k%c?b + 3kc®b 4 3kZca® + 3kca® + 3k%cb® + 3kcb® + 2¢° +
6kZcba)z® + 1/24(k + 1)k(4k*ca® + k*a* + 6k*c®a® + 5ka®* + 6a* + k2b* + 4k%b3a +
6k2b%a’® + 4k?ba® + 5kb* + 4k?c®a + 4k*cb 4 6k2c?b? 4 4k2cb® + k?c* + B5ke* + 6b* +
6¢c* 4 8kca® + 6kc?a’ + 8kb>a + 6kb?a® 4 8kba® + 8kc’a + 8kcb 4 6kc?b? 4 8kcb® +
12k%c?ba + 12k%cb?a + 12k%cba?)z* + 1/120(k + 1)k (5k3b*a + 24a® + 10k3b3a® +




24b° + 30k?c?a® + k3a® + 40k?cba® + 40k?cb3a + 30k?cb?a® + 30kcb* + 40k3c3ba +
30k2c?*b%a + 30k?c?ba’ + 20kc?b® + 20kca® 4 30kca® + 20kc3b? + 24¢® + 30kc*a +
30kc*b + 20kb%a® + 30kba®* + 9k%a® + 26ka® + 25k*b*a + 20kc?a® + 30kb*a + 20kb3a? +
30k2b3a? + 10k3b%a> + 30k2b%a> + k3b° + 9k2b° + 26kb° + 5k3ba* + 25k?ba’* + 5k3c*a +
25k2cta + 5k3ct*b+ 25k c*b 4+ k3c® + 9k% ¢ + 26kc® + 10k3cPa? + 10k3c3b? + 30k% b2 +
10k3c?a® + 10k3c?b> + 30k2c?b° + 30k3ca® + 20k3c>ba + 30k3c?b?a + 30k>c?ba® +

5k3ca? + 25k?ca* + 5k3cb* + 25k2cb* + 20k3cb3a + 30k3cb?a? + 2Ok30ba3)z5




Pas tenu compte de la Symétrie!

Toute fonction symétrique de A = {aq,...,a,} est une fonction des
fonctions élémentaires Al, ..., A" définies par la fonction génératrice

A (A) = ZziAi = HaeA(l + za)

Une variable z <> base linéaire z°, 2, 22, . ..

n variables <+ base A, I partition de parts < n
(A11244 — A1A1A2A4A4 )

Le calcul algébrique est maintenant pris en compte par une
combinatoire des partitions (= vecteurs croissants d’entiers), ou des

objets planaires asssociés : Diagrammes, Tableaux de Young.




Prenons par exemple un objet classique depuis le 18éme siécle, le
résultant [, ., pep(a —b) de deux polynomes [[(z —a) et [[(z — b)
(ici, de degrés 4 et 3) :

poll := x* + convert([seq((—x)* ' * A;,i = 1..4)],* + ) :
pol2 := x° + convert([seq(—(—x)°"* xf.i,i = 1..3)],“+ ) :

2f2No A2 + 4f2f1%A2 +3f3%A3 — 3f3° A1 Ay — f3°A1f2 4+ 3f3A1A2 +
3F3%A2 4+ f35A2F1 — f23FIA Ay + f25 Ay + f22F3F1A1 A5 —

2N 32 A1 f14 22 Ao f12Ay— f2A2f32 A2 — f2A2 f3A5—2f2% Ao f3A5—
F2Nof3f1%Ag + f22 Ao fIA Ay + 3F2f1A A2 — 4f3F1f2N0 Ny —
F32f1A3Ay +3f3° f1f2A5 — 4f3f1f2° Ay + F3AS — f3A, f2°A4 +
5F32A1ALf1 4+ F3A1 200N, + A3 + 3F3A1 f2f1% Ay — 3F3° A1 AsAo +
F3PA3 + £3%A1 f2A3 — 2F32 A1 f12Ag + 2F2%A2 4+ 3f3A2f2f1A, —
2F3%A2f1As + 3F3%A2As — Ay f3f1% A3 — Ay f3f1A1 A3 4+ 2f2° Aoy —




2133 f1Ay — f2A0f3f1A1 A3 + 232 F1° Ay + 4A2 31 —

3f22 f1AsAy — f22 F3Ag 4+ 2F2A1 F3AZ + F22A2A5f3 4+ 2f2A2 3% +
22N F3% — 222 A1 AsAy — 3Ag f3A3A — BALf3f2A5 + F3* +
F22AZN, — 2F 13 Ao Ay f3 + f1Aof3AZ — 2f1AZF3A, — F1°A1 f2A50, —
2f1° Ao Ay f3A1 —3Asf32 Ao+ FIAZF3%2 A1 —4A4 32 f2— f1Ao f2A5 A4+
3F2f1F3A2+ f32A3 — f1°f2A3A 4+ f12A1 f3A2 — 22 A2 A4+ f1*AZ +

AsfIAZ + F1°F3A2 + f1IPALAZ + F12A0A2 + F12A2F3% — F2A2A,

Tenu compte de la symétrie, mais ce n’est pas suffisant pour y voir

clair!
Ici, il faut prendre une autre base de fonctions symétriques :

Ce sont les fonctions de Schur qu’il nous faut :




map(Tos, subs(fl =-el, f2=e€2, f3 =e3,Sf2Table(Tos(”),s))) :

Table2S f(subs(s = F,”), s);

—F9915331+ 953333+ F41152202+F253322+F1153331—
Fy015021—Fa4a4351+F3153221—Fa32521—F3115322+
Fy42511+F4225292+ F43352+ F4522202+ F4315211+
Fy2529211—Fa352111—F322532—F4152221— F33353+
Fo99533—F3315311—F4415111—F1115333— F353222—

F153332+ F4445 +F3215321+F2115332+ F4451,1,1,1—
Fo153321—F3253211+F2253311+F332531+F335311.1

Solution : Couples de partitions complémentaires




On aurait pu se douter de 'existence d’autres bases : dans la fonction
génératrice 0. (A) := 1/, co(1 — za) =" 2*S*(A), prendre z =
matrice nulle, sauf 2¢¢ diagonale remplie de 1. Alors o,(A) devient

la, matrice de Toeplitz

st §2 §° 54
st 52 S0
s0 8§t §2

0

fonctions de Schur := tous les mineurs




Sooo = | S~ SY
S—2 §-1

Y

i GO-+2 Ql+5

5—1—1—2 SO+5

S—2—|—2 S—1—|—5

St
S+
SO+

Les fonctions de Schur indicées par les partitions sont une base

linéaire. On recupére le produit de deux fonctions de Schur en

énumérant des tableaux.

Ainsi, dans le produit Si2 512, on trouve 2 fois la fonction Sia3

parcequ’il y a deux tableaux

b

a

1

1

a

a

de forme [1,2, 3] respectant certaines contraintes.
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Changements de base < algébre linéaire

Mais les fonctions symeétriques ne sont pas nécessairement données

dans une base élémentaire. Par exemple, le déterminant de Cauchy
| 1

- a des facteurs évidents
—XiYj

_ Vand(X) Vand(Y)
[T(1 = z3y;)

Trouver le facteur manquant bisymétrique S(X,Y).

x S(X,Y)

1 1 1
l1—z1y1 1—x1y2 1—z1ys3
_ 1 1 1
CGUChy(g) 1—z2y1 1—xz2y2 1—z2ys3
1 1 1
L 1—23Yy1 1—x3y2 1—xz3y3 -

factor(numer(det(”)));
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(x5 — x1) (w2 — 21) (=23 + 22)(—ys + ¥2)(y1 — y3)(y1 — ¥2)
Le numérateur se réduit aux deux Vandermondes, et donc

S(X,Y)=1.

Remplagons les 1/(1 — z;y,) par des 1/(1 — z;y,).

Cauchy2(4) : factor(numer(det("))) ;
Error, (in expand/bigprod) object too large

L’objet n’est trop gros que parceque 1’on ne peut pas en extraire les
facteurs que 'on connait déja !

12



Avant d’abandonner les fonctions symétriques, signalons qu’on peut
les interpréter comme des Opérateurs sur ’anneau des polyndomes : la

fonction génératrice ) z*A* transforme tout polynéme comme suit

P = Z Co U —> H(l + zu)“ (%)

(u=mondme, c,= constante).

C’est la théorie des A-anneaux, implémentéee par
dans la SFA : la formule (%) contient toutes les formules de

fonctions symétriques!!

Les alphabets doivent maintenant étre considérés comme des

polyndémes de degré 1, a coefficients tous égaux a 1 :

AHG1+CL2+CL3‘|—"'

13



Exemple d’application : Inversion de Lagrange
f(x) = x+72°+72% + - - .. Trouver g telle que g(f(z)) =z = f(g(x)).

Solution : écrivant f(x) = , on obtient le

A:(:A) — 1—|—xA1(A)—{—9:cz:2A2(A)+---
coefficient de de z*T™ dans toute puissance g* (k complexe) sous la

forme

k
E+n
Décodage : A™ veut dire coefficient de ™ dans une série génératrice ;
(k +n)A = prendre la (k + n)-iéme puissance de la série A\, (A).

A" ((k +n)A) .

Equivalent aux méthodes usuelles pour obtenir les coefficients en
prenant des dérivées de puissances de f(x). Mais la formule condensée

donne un développement pour chaque base de fonctions symétriques.

14



Voci 5 développements en résultant directement :
A*((i + k)A) (=1)" 22 =i Ya(=(i + K))S7(A)
D= V(i + k)AT(A)
Dgj=i St +k)S ~(A)

> A+ k) (A)
(—1)7 3 gy GRSy (L yma (Layms

qui expriment les coefficients cherchés dans différentes bases de

fonctions symétriques de A, les coeflicients étant des spécialisations

de fonctions symétriques en 1,1,...,1.
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Pas de Symétrie

Faire appel a , qui a introduit une version discréte du calcul
différentiel, les diftérences divisées 0y, :

L—Y
et donné, comme application, une formule d’interpolation des
fonctions de 1 variable (en des points y1,y2,...) :

flx)=fly) + Oz —y1) + 2> — y1) (@ — y2)
+199%x —y1)(x —y2) (@ —ys) + - -

16



ou les f9 sont obtenus par itération des 0,y -

La formule de Newton est donc ’analogue discret de la formule de

Taylor en une variable, et décompose tout polynome dans la base des

(@ —y1)(z —y2) -
? Analogue discret de Taylor multivariée 7

i.e. quels sont les coefficients des images de f(y1,y2,ys,...) par tous

les produits (différents) de différences divisées successives ?

Dans le cas d’une variable, les propriétés d’annulation des
(x —y1)(x —y2) - - - permettent de reconstruire la formule de Newton.
Question annexe : comment utiliser des annulations dans le cas

multivarié ?

Réponse : Schubert

17



Définition récursive des Polyndémes de Schubert Y[J], J € N :

{ Yv| =11 jyepiagr) (@i — v;) si v est décroissant

Y[V] 82 = Y[ ey Vit Vi—l, .. ] s1 V; > Vi1
x
Par exemple, Y[3,2,0] =

: L (z2 — 12) .
Par 0, on obtient Y[2,2,0] = . L’image par 0o

(1 — v2)

est Y[2,0,1] = (z2 + z3 — )(x1 — 12), ete.

18



Propriétés d’annulation : Y[K](A,A) =0 SAUF Y[000] =1 .

Permettent d’interpoler toute fonction :

fX) =) (fO%)(B) - Y[K](X,B) , (x)
somme sur tous les vecteurs dans N°°.

Preuve := tester la formule sur chaque fonction Y[J](X,B) (en tant
que fonction de X). Les images par différences divisées de Y[J] sont
d’autres polynéomes de Schubert, ou 0. Ils s’annulent tous par

spécialisation X = B, sauf un seul, et I’on obtient 1’égalité
incontestable Y[J|(X,B) = Y[0..0] Y [J](X, B).

Comme les polynémes de Schubert sont une base linéaire des

K, (5k) est vraie

polynémes (terme dominant de Y |K| = monoéme x

pour tout polyndéme!!
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Dans le cas d’une variable, beaucoup de “dérivées” sont nulles. Ne
restent que

Zi (fO102-+-0;) - Y[i0...0]
qui est bien la formule de Newton, puisque

Y[ZOO] :(azl—yl)---(azl—yi).
ToYY( NewtonInterp( z;*, 3), collect) ;

+ (Y3 + oyt + v3yr +u3) Y10+ (U3 + your + yays + y3 + ysyr +
y3)Y2,00 + 41 Yo
ToYY( NewtonInterp( z»*, 3), collect) ;

(—y3 —y2y? —viy1 —v3) Y10+ (=3 — yoy1 — Y23 — Y3 — y3y1 —
y3)Yo.00+ (5 +usys + v3y2 + ¥3)Yo10+y3 Yo + (=43 — y2y1 —
Ya2ys — y% — Y3y — y%)Y1,1,o

20



Les fonctions symétriques n’ont pas été perdues : K=
= Y[K]|(X,0) = d’indice K.
SpSpecialise(Tox(YY[0,1,3]),’y’,proc(i) O end) ;

T5x1 + T5T3 + 2057173 + 2305 + wixs + 20123 + X273 + 2101377 +

xg.fl?% + x%az% + az‘i’azg + azgazl

Tosp(x2m, (")) ;
s[3,1]

Voici tous les polyndémes de Schubert correspondant au groupe
symétrique sur 4 lettres

3210] :—(—z3 +y1) (22 —y2) (=22 + y1) (=21 +y3) (=21 + y2) (—21 + 41)
3200] (w2 — y2)(—22 + 1) (=21 + y3)(—21 + y2)(—21 + ¥1)

3110] :— (=23 + y1)(—z2 + y1)(—21 + y3) (=21 + y2) (=21 + 1)

3100] :(—x2 + y1)(—x1 + y3)(—x1 + y2)(—z1 + y1)

21



| :((=z1 +y3)(—21 + y2) (=21 + 1) (Y1 + Y2 — T3 — T2)
| := (=21 +ys) (=21 + y2) (=21 + ¥1)

(=23 +y1)(w2 — y2)(—w2 + y1)(—21 + y2)(—21 + y1)
| :=(22 —y2) (=22 + y1) (=21 + y2) (=21 + 1)

| :{(=z3 +y1)(—m2 + y1)(—71 + y2)(—21 + y1)
| i=(—=z2 +y1)(—z1 + y2)(—21 + v1)

| :=(=21 +y2)(—21 + y1)(y1 + y2 — T3 — T2)

(=21 + y2) (=21 + 1)

| :=(=2s + y1) (=21 + y1) (=22 + y1) (@2 + 21 — y3 — Y2)
| :{(=z1 +y1)(—w2 + y1) (T2 + 71 — Y3 — ¥2)

| :=(=z3 + y1)(—z2 + y1) (=21 + y1)

| :(=z1 +y1)(—z2 + 1)

22



1010] (=21 + y1)(y1 + ys — 23 — 21 — T2 + Y2)
1000] :z1 — 11

0210] :y321 — yoxr? + 2321 + 22y? — T3Y1 — Y3y3 + 373 + T3TF —
YoXs + Y52 — TzY1T1 + T3T2X1 — T3YaTa — T3YsL1 + T3Yays —
T3YsTa — 2Y2Tal1 + T3Y3y1 + T2xi + 2yaZoyr + Y11 — Y127 +
Y2YsTo — 202Y1%1 + 2Y2y1%1 + Y3y121 + Y1Y2T3 + Y122Y3 + T1Y2Ys —
y3y§ — T1T2Y3 — Y1Y2Y3 — T1Y2L3 — Y1T2T3 — ygy% - y%?ﬂ

0200] =25 — yows + Tox1 — Tay1 — Y3T2 + Yoy3 — Y3T1 + Y3y1 + ] —
Y171 — Y21 + Y21

[0110] X3T2 — T3Y2 + T3T1 — T3Y1 — Ya2X2 + y% — Y2T1 + Y2Y1 + T2T1 —
Toy1 — Y171 + Ui

[0100] :z2 —y2 + 21 — 11
10010 :x3 —ys + 22 —y2 + 1 — Y1
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Tout le calcul de Schubert a été implémenté par

et bien d’autres choses encore, avant qu’il ne s’envole !

e Plusieurs algebres liées au groupe symétrique agissant sur les
polynomes : SGA, NCA, IDCA, HEKA, ...

e Polynémes avec comme base linéaire Schubert : SP

e Polyndmes en n variables, avec comme coefficients les fonctions
symétriques, et base, les polynémes de Schubert correspondant au

groupe symétrique S, : FM
e Version non commutative : TAB, FREE

Une autre version non commutative des fonctions symétriques a été

implémentée par : NCSF

“Implémenté” n’est pas complet : les théses de tous ces jeunes gens

comportent bien plus que des programmes !
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Les différences divisées ne sont pas limitées aux polynémes, on peut

les appliquer aux fonctions rationnelles.

1 1 1 9 ..
1 — 2, ~ (1 —21)(1 — z2) - (1 —21)(1 —29)(1 —23)

Permet d’augmenter le nombre de poles'!
Flexibilité en déformant les différences divisées :

par exemple, différences divisées isobares :

Tif(Ti, Tit1) — Tit1 [ (Tig1, T5)
Ti — Li+1

: f( 7331:7331:4—17"')'_)

Les m; satisfont aux relations de tresses mymom = momimo, &cC., mais

2 = ;. Ils représentent 1’algébre de Hecke & ¢ = 0 , algébre

aussl & m; =

dont I’IGM s’honore d’abriter les sectateurs en son sein.
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Plus élémentairement, les différentes algébres implémentées dans
ACE fournissent des outils pour justifier et étendre le calcul formel
du siécle dernier a; — a*, ainsi que le calcul ombral. Par exemple,
toute fonction de Schur S est obtenue comme image d’un monoéme
2. Ainsi
1
(1—21)(1 —z122)(1 — x12273)

7T17T27T1 E S,\ 331715‘2,55'3) )

la somme de toutes les fonctions de Schur s’obtient & partir d’un
produit de fonctions du type 1/(1 — x).

Les outils sont 14, mais pénurie de main d’oeuvre!
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