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Une variable

Que faire ave
 un ordinateur ?

Tout utilisateur de système de 
al
ul formel peut retrouver le

�théorème binomial� :

map(fa
tor; taylor(1=(1� z � a)

k

; z; 6));

1 + kaz + 1=2ka

2

(k + 1)z

2

+ 1=6ka

3

(k + 2)(k + 1)z

3

+ 1=24ka

4

(k +

3)(k + 2)(k + 1)z

4

+ 1=120ka

5

(k + 4)(k + 3)(k + 2)(k + 1)z

5

+ � � �
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Si besoin est, on peut pousser jusqu'à des ordres plus élevés quand la

régularité est moins évidente :

taylor(
onvert([seq(1 � q

i

; i = 1::99)℄; ` � `); q; 100);

1� q � q

2

+ q

5

+ q

7

� q

12

� q

15

+ q

22

+ q

26

� q

35

� q

40

+ q

51

+ q

57

�

q

70

� q

77

+ q

92

+ � � �

et refaire ainsi beau
oup des 
al
uls d'Euler. Ile ne reste plus qu'à

trouver les LOIS. En
ore que ... Zeilberger et Allègre nous en

dispensent (pour des raisons di�érentes).

2



Quid de plusieurs variables ?

�Théorème binomial� à plusieurs variables :

map(fa
tor; taylor(1=(1� z � a)

k

=(1� z � b)

k

=(1� z � 
)

k

; z; 6));

1 + k(a+ b+ 
)z + 1=2k(ka

2

+ a

2

+ kb

2

+ b

2

+ 2kba+ k


2

+ 


2

+ 2k
a+ 2k
b)z

2

+

1=6k(2a

3

+3ka

3

+k

2

a

3

+3k

2

b

2

a+k

2

b

3

+3kb

3

+3kb

2

a+3k

2

ba

2

+3kba

2

+2b

3

+k

2




3

+

3k


3

+ 3k

2




2

a+ 3k


2

a+ 3k

2




2

b+ 3k


2

b+ 3k

2


a

2

+ 3k
a

2

+ 3k

2


b

2

+ 3k
b

2

+ 2


3

+

6k

2


ba)z

3

+ 1=24(k + 1)k(4k

2


a

3

+ k

2

a

4

+ 6k

2




2

a

2

+ 5ka

4

+ 6a

4

+ k

2

b

4

+ 4k

2

b

3

a+

6k

2

b

2

a

2

+ 4k

2

ba

3

+ 5kb

4

+ 4k

2




3

a+ 4k

2




3

b+ 6k

2




2

b

2

+ 4k

2


b

3

+ k

2




4

+ 5k


4

+ 6b

4

+

6


4

+ 8k
a

3

+ 6k


2

a

2

+ 8kb

3

a + 6kb

2

a

2

+ 8kba

3

+ 8k


3

a + 8k


3

b+ 6k


2

b

2

+ 8k
b

3

+

12k

2




2

ba+ 12k

2


b

2

a+ 12k

2


ba

2

)z

4

+ 1=120(k + 1)k(5k

3

b

4

a+ 24a

5

+ 10k

3

b

3

a

2

+

3



24b

5

+ 30k

2




2

a

3

+ k

3

a

5

+ 40k

2


ba

3

+ 40k

2


b

3

a+ 30k

2


b

2

a

2

+ 30k
b

4

+ 40k

2




3

ba+

30k

2




2

b

2

a+ 30k

2




2

ba

2

+ 20k


2

b

3

+ 20k


3

a

2

+ 30k
a

4

+ 20k


3

b

2

+ 24


5

+ 30k


4

a+

30k


4

b+20kb

2

a

3

+30kba

4

+9k

2

a

5

+26ka

5

+25k

2

b

4

a+20k


2

a

3

+30kb

4

a+20kb

3

a

2

+

30k

2

b

3

a

2

+10k

3

b

2

a

3

+30k

2

b

2

a

3

+ k

3

b

5

+9k

2

b

5

+26kb

5

+5k

3

ba

4

+25k

2

ba

4

+5k

3




4

a+

25k

2




4

a+5k

3




4

b+25k

2




4

b+k

3




5

+9k

2




5

+26k


5

+10k

3




3

a

2

+10k

3




3

b

2

+30k

2




3

b

2

+

10k

3




2

a

3

+ 10k

3




2

b

3

+ 30k

2




2

b

3

+ 30k

2




3

a

2

+ 20k

3




3

ba+ 30k

3




2

b

2

a+ 30k

3




2

ba

2

+

5k

3


a

4

+ 25k

2


a

4

+ 5k

3


b

4

+ 25k

2


b

4

+ 20k

3


b

3

a+ 30k

3


b

2

a

2

+ 20k

3


ba

3

)z

5
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Pas tenu 
ompte de la Symétrie !

Toute fon
tion symétrique de A = fa

1

; : : : ; a

n

g est une fon
tion des

fon
tions élémentaires �

1

; : : : ;�

n

dé�nies par la fon
tion génératri
e

�

z

(A ) =

X

z

i

�

i

=

Y

a2A

(1 + za)

Une variable x $ base linéaire x

0

; x

1

; x

2

; : : :

n variables $ base �

I

, I partition de parts � n

(�

11244

= �

1

�

1

�

2

�

4

�

4

).

Le 
al
ul algébrique est maintenant pris en 
ompte par une


ombinatoire des partitions (= ve
teurs 
roissants d'entiers), ou des

objets planaires assso
iés : Diagrammes, Tableaux de Young.
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Prenons par exemple un objet 
lassique depuis le 18ème siè
le, le

résultant

Q

a2A ;b2B

(a� b) de deux polyn�mes

Q

(x� a) et

Q

(x� b)

(i
i, de degrés 4 et 3) :

pol1 := x

4

+ 
onvert([seq((�x)

4�i

� �

i

; i = 1::4)℄; ` + `) :

pol2 := x

3

+ 
onvert([seq(�(�x)

3�i

� f:i; i = 1::3)℄; ` + `) :

2f2�

2

�

2
4

+ 4f2f1

2

�

2
4

+ 3f3

3

�

3

� 3f3

3

�

1

�

2

� f3

3

�

1

f2 + 3f3�

1

�

2
4

+

3f3

2

�

2
3

+ f3

3

�

2
1

f1� f2

3

f1�

1

�

4

+ f2

4

�

4

+ f2

2

f3f1�

1

�

3

�

f2�

2

f3

2

�

1

f1+f2

2

�

2

f1

2

�

4

�f2�

2

f3

2

�

2
1

�f2�

2
2

f3�

3

�2f2

2

�

2

f3�

3

�

f2�

2

f3f1

2

�

3

+ f2

2

�

2

f1�

1

�

4

+ 3f2f1�

1

�

2
4

� 4f3f1f2�

2

�

4

�

f3

2

f1�

3

�

2

+ 3f3

2

f1f2�

3

� 4f3f1f2

2

�

4

+ f3�

3
3

� f3�

1

f2

2

�

4

+

5f3

2

�

1

�

4

f1 + f3�

1

f2�

2

�

4

+�

3
4

+ 3f3�

1

f2f1

2

�

4

� 3f3

2

�

1

�

3

�

2

+

f3

3

�

3
1

+ f3

2

�

1

f2�

3

� 2f3

2

�

1

f1

2

�

3

+ 2f2

2

�

2
4

+ 3f3�

2
1

f2f1�

4

�

2f3

2

�

2
1

f1�

3

+ 3f3

2

�

2
1

�

4

��

4

f3f1

2

�

3

� �

4

f3f1�

1

�

3

+ 2f2

3

�

2

�

4

�
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2f3

3

f1�

2

� f2�

2

f3f1�

1

�

3

+ 2f3

2

f1

2

�

4

+ 4�

2
4

f3f1�

3f2

2

f1�

3

�

4

� f2

3

f3�

3

+ 2f2�

1

f3�

2
3

+ f2

2

�

2
1

�

3

f3 + 2f2�

2
2

f3

2

+

f2

2

�

2

f3

2

� 2f2

2

�

1

�

3

�

4

� 3�

4

f3�

3

�

2

� 5�

4

f3f2�

3

+ f3

4

+

f2

2

�

2
2

�

4

� 2f1

3

�

2

�

4

f3 + f1�

2

f3�

2
3

� 2f1�

2
2

f3�

4

� f1

2

�

1

f2�

3

�

4

�

2f1

2

�

2

�

4

f3�

1

�3�

4

f3

2

�

2

+f1�

2
2

f3

2

�

1

�4�

4

f3

2

f2�f1�

2

f2�

3

�

4

+

3f2f1f3�

2
3

+ f3

2

�

3
2

� f1

3

f2�

3

�

4

+ f1

2

�

1

f3�

2
3

� f2

3

�

2
1

�

4

+ f1

4

�

2
4

+

�

3

f1�

2
4

+ f1

3

f3�

2
3

+ f1

3

�

1

�

2
4

+ f1

2

�

2

�

2
4

+ f1

2

�

2
2

f3

2

� f2�

2
3

�

4

Tenu 
ompte de la symétrie, mais 
e n'est pas su�sant pour y voir


lair !

I
i, il faut prendre une autre base de fon
tions symétriques :

Ce sont les fon
tions de S
hur qu'il nous faut :
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map(Tos; subs(f1 = e1; f2 = e2; f3 = e3; Sf2Table(Tos("); s))) :

Table2Sf(subs(s = F; "); s);

�F

2;2;1

S

3;3;1

+ S

3;3;3;3

+ F

4;1;1

S

2;2;2

+ F

2

S

3;3;2;2

+ F

1;1

S

3;3;3;1

�

F

4;2;1

S

2;2;1

� F

4;4;3

S

1

+ F

3;1

S

3;2;2;1

� F

4;3;2

S

2;1

� F

3;1;1

S

3;2;2

+

F

4;4;2

S

1;1

+ F

4;2;2

S

2;2

+ F

4;3;3

S

2

+ F

4

S

2;2;2;2

+ F

4;3;1

S

2;1;1

+

F

4;2

S

2;2;1;1

� F

4;3

S

2;1;1;1

� F

3;2;2

S

3;2

� F

4;1

S

2;2;2;1

� F

3;3;3

S

3

+

F

2;2;2

S

3;3

� F

3;3;1

S

3;1;1

� F

4;4;1

S

1;1;1

� F

1;1;1

S

3;3;3

� F

3

S

3;2;2;2

�

F

1

S

3;3;3;2

+ F

4;4;4

S + F

3;2;1

S

3;2;1

+ F

2;1;1

S

3;3;2

+ F

4;4

S

1;1;1;1

�

F

2;1

S

3;3;2;1

� F

3;2

S

3;2;1;1

+ F

2;2

S

3;3;1;1

+ F

3;3;2

S

3;1

+ F

3;3

S

3;1;1;1

Solution : Couples de partitions 
omplémentaires

8



On aurait pu se douter de l'existen
e d'autres bases : dans la fon
tion

génératri
e �

z

(A ) := 1=

Q

a2A

(1� za) =

P

z

i

S

i

(A ), prendre z =

matri
e nulle, sauf 2

eme

diagonale remplie de 1. Alors �

z

(A ) devient

la matri
e de Toeplitz

z =

2
6
6
6
6
6
6
4

0 1 0 0 � � �

0 0 1 0 � � �

0 0 0 1 � � �

0 0 0 0

.

.

.

3
7
7
7
7
7
7
5

)

2
6
6
6
6
6
6
4

S

0

S

1

S

2

S

3

S

4

� � �

0 S

0

S

1

S

2

S

3

� � �

0 0 S

0

S

1

S

2

� � �

0 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

3
7
7
7
7
7
7
5

fon
tions de S
hur := tous les mineurs
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S

000

=

2
6
6
4

S

0

S

1

S

2

S

�1

S

0

S

1

S

�2

S

�1

S

0

3
7
7
5

; S

257

==

2
6
6
4

S

0+2

S

1+5

S

2+7

S

�1+2

S

0+5

S

1+7

S

�2+2

S

�1+5

S

0+7

3
7
7
5

Les fon
tions de S
hur indi
ées par les partitions sont une base

linéaire. On re
upère le produit de deux fon
tions de S
hur en

énumérant des tableaux.

Ainsi, dans le produit S

12

S

12

, on trouve 2 fois la fon
tion S

123

par
equ'il y a deux tableaux

b

2

a

1 1

a

a

2

b

1 1

a

de forme [1; 2; 3℄ respe
tant 
ertaines 
ontraintes.
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Changements de base , algèbre linéaire

Mais les fon
tions symétriques ne sont pas né
essairement données

dans une base élémentaire. Par exemple, le déterminant de Cau
hy

�
�
�

1

1�x

i

y

j

�
�
�

i;j�n

a des fa
teurs évidents

V and(X)V and(Y )

Q

(1� x

i

y

j

)

� S(X;Y )

Trouver le fa
teur manquant bisymétrique S(X;Y ).

Cau
hy(3) =

2
6
6
4

1

1�x

1

y

1

1

1�x

1

y

2

1

1�x

1

y

3

1

1�x

2

y

1

1

1�x

2

y

2

1

1�x

2

y

3

1

1�x

3

y

1

1

1�x

3

y

2

1

1�x

3

y

3

3
7
7
5

fa
tor(numer(det(")));
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(x

3

� x

1

)(x

2

� x

1

)(�x

3

+ x

2

)(�y

3

+ y

2

)(y

1

� y

3

)(y

1

� y

2

)

Le numérateur se réduit aux deux Vandermondes, et don


S(X;Y ) = 1 :

Remplaçons les 1=(1� x

i

y

j

) par des 1=(1� x

i

y

j

)

2

.

Cau
hy2(4) : fa
tor(numer(det("))) ;

Error, (in expand/bigprod) obje
t too large

L'objet n'est trop gros que par
eque l'on ne peut pas en extraire les

fa
teurs que l'on 
onnait déjà !
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Avant d'abandonner les fon
tions symétriques, signalons qu'on peut

les interpréter 
omme des Opérateurs sur l'anneau des polyn�mes : la

fon
tion génératri
e

P

z

i

�

i

transforme tout polyn�me 
omme suit

P =

X




u

u 7!

Y

u

(1 + zu)




u

(??)

(u=mon�me, 


u

= 
onstante).

C'est la théorie des �-anneaux, implémentéee par Vin
ent Prosper

dans la librairie SFA : la formule (??) 
ontient toutes les formules de

fon
tions symétriques ! !

Les alphabets doivent maintenant être 
onsidérés 
omme des

polyn�mes de degré 1, à 
oe�
ients tous égaux à 1 :

A $ a

1

+ a

2

+ a

3

+ � � �
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Exemple d'appli
ation : Inversion de Lagrange

f(x) = x+?x

2

+?x

3

+ � � � . Trouver g telle que g(f(x)) = x = f(g(x)).

Solution : é
rivant f(x) =

x

�

x

(A )

=

x

1+x�

1

(A )+x

2

�

2

(A )+���

, on obtient le


oe�
ient de de x

k+n

dans toute puissan
e g

k

(k 
omplexe) sous la

forme

k

k + n

�

n

�

(k + n)A

�

:

Dé
odage : �

n

veut dire 
oe�
ient de x

n

dans une série génératri
e ;

(k + n)A ) prendre la (k + n)-ième puissan
e de la série �

x

(A ).

Equivalent aux méthodes usuelles pour obtenir les 
oe�
ients en

prenant des dérivées de puissan
es de f(x). Mais la formule 
ondensée

donne un développement pour 
haque base de fon
tions symétriques.
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Vo
i 5 développements en résultant dire
tement :

�

i

((i+ k)A ) = (�1)

i

P

jJj=i

	

J

(�(i+ k))S

J

(A )

=

P

jJj=i

	

J

(i+ k)�

J

(A )

=

P

jJj=i

S

J

(i+ k)S

J

�

(A )

=

P

jJj=i

�

J

(i+ k)	

J

(A )

= (�1)

i

P

jJj=i

(�i�k)

`(J)

m

1

!m

2

!���

(

	

1

1

)

m

1

(

	

2

2

)

m

2

(

	

3

3

)

m

3

� � �

qui expriment les 
oe�
ients 
her
hés dans di�érentes bases de

fon
tions symétriques de A , les 
oe�
ients étant des spé
ialisations

de fon
tions symétriques en 1; 1; : : : ; 1.
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Pas de Symétrie

Faire appel à Newton, qui a introduit une version dis
rète du 
al
ul

di�érentiel, les di�éren
es divisées �

xy

:

f(x) 7! f

�

:=

f(x)� f(y)

x� y

;

f(x; y) 7! f

�

:=

f(x; y)� f(y; x)

x� y

;

et donné, 
omme appli
ation, une formule d'interpolation des

fon
tions de 1 variable (en des points y

1

; y

2

; : : : ) :

f(x) = f(y

1

) + f

�

(x� y

1

) + f

��

(x� y

1

)(x� y

2

)

+f

���

(x� y

1

)(x� y

2

)(x� y

3

) + � � �
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où les f

�����

sont obtenus par itération des �

y

i

y

i+1

.

La formule de Newton est don
 l'analogue dis
ret de la formule de

Taylor en une variable, et dé
ompose tout polyn�me dans la base des

(x� y

1

)(x� y

2

) � � �

? Analogue dis
ret de Taylor multivariée ?

i.e. quels sont les 
oe�
ients des images de f(y

1

; y

2

; y

3

; : : : ) par tous

les produits (di�érents) de di�éren
es divisées su

essives ?

Dans le 
as d'une variable, les propriétés d'annulation des

(x� y

1

)(x� y

2

) � � � permettent de re
onstruire la formule de Newton.

Question annexe : 
omment utiliser des annulations dans le 
as

multivarié ?

Réponse : S
hubert
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Dé�nition ré
ursive des Polyn�mes de S
hubert Y [J ℄, J 2 N

n

:

(

Y [�℄ =

Q

(i;j)2Diagr(�)

(x

i

� y

j

) si � est dé
roissant

Y [�℄ �

i

= Y [: : : ; �

i+1

; �

i

�1; : : : ℄ si �

i

> �

i+1

Par exemple, Y [3; 2; 0℄ =

(x

2

� y

1

) (x

2

� y

2

)

(x

1

� y

1

) (x

1

� y

2

) (x

1

� y

3

)

Par �

1

, on obtient Y [2; 2; 0℄ =

(x

2

� y

1

) (x

2

� y

2

)

(x

1

� y

1

) (x

1

� y

2

)

. L'image par �

2

est Y [2; 0; 1℄ = (x

2

+ x

3

� y

1

� y

2

)(x

1

� y

1

)(x

1

� y

2

), et
.
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Propriétés d'annulation : Y [K℄(A ; A ) = 0 SAUF Y [000℄ = 1 :

Permettent d'interpoler toute fon
tion :

f(X ) =

X

K

(f �

K

)(B ) � Y [K℄(X ; B ) ; (??)

somme sur tous les ve
teurs dans N

1

.

Preuve := tester la formule sur 
haque fon
tion Y [J ℄(X ; B ) (en tant

que fon
tion de X ). Les images par di�éren
es divisées de Y [J ℄ sont

d'autres polyn�mes de S
hubert, ou 0. Ils s'annulent tous par

spé
ialisation X = B , sauf un seul, et l'on obtient l'égalité

in
ontestable Y [J ℄(X ; B ) = Y [0::0℄Y [J ℄(X ; B ).

Comme les polyn�mes de S
hubert sont une base linéaire des

polyn�mes (terme dominant de Y [K℄ = mon�me x

K

), (??) est vraie

pour tout polyn�me ! !
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Dans le 
as d'une variable, beau
oup de �dérivées� sont nulles. Ne

restent que

X

i

(f�

1

�

2

� � ��

i

) � Y [i 0 : : : 0℄

qui est bien la formule de Newton, puisque

Y [i 0 : : : 0℄ = (x

1

� y

1

) � � � (x

1

� y

i

).

ToYY( NewtonInterp( x

1

4

, 3), 
olle
t) ;

y

4

1

Y

0

+ (y

3

1

+ y

2

y

2

1

+ y

2

2

y

1

+ y

3

2

)Y

1;0

+ (y

2

2

+ y

2

y

1

+ y

2

y

3

+ y

2

1

+ y

3

y

1

+

y

2

3

)Y

2;0;0

+ y

4

1

Y

0

ToYY( NewtonInterp( x

2

4

, 3), 
olle
t) ;

(�y

3

1

� y

2

y

2

1

� y

2

2

y

1

� y

3

2

)Y

1;0

+ (�y

2

2

� y

2

y

1

� y

2

y

3

� y

2

1

� y

3

y

1

�

y

2

3

)Y

2;0;0

+ (y

3

2

+ y

3

y

2

2

+ y

2

3

y

2

+ y

3

3

)Y

0;1;0

+ y

4

2

Y

0

+ (�y

2

2

� y

2

y

1

�

y

2

y

3

� y

2

1

� y

3

y

1

� y

2

3

)Y

1;1;0
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Les fon
tions symétriques n'ont pas été perdues : K= suite 
roissante

) Y [K℄(X ; 0) = fon
tion de S
hur d'indi
e K.

SpSpe
ialise(Tox(YY[0,1,3℄),'y',pro
(i) 0 end) ;

x

3
2

x

1

+ x

3
2

x

3

+ 2x

2
2

x

1

x

3

+ x

2
2

x

2
3

+ x

2
1

x

2
2

+ 2x

2

x

1

x

2
3

+ x

2

x

3
3

+ 2x

2

x

3

x

2
1

+

x

2

x

3
1

+ x

2
3

x

2
1

+ x

3
1

x

3

+ x

3
3

x

1

Tos

n

(x2m

n

(")) ;

s[3; 1℄

Voi
i tous les polyn�mes de S
hubert 
orrespondant au groupe

symétrique sur 4 lettres

[3210℄ :�(�x

3

+y

1

)(x

2

�y

2

)(�x

2

+y

1

)(�x

1

+y

3

)(�x

1

+y

2

)(�x

1

+y

1

)

[3200℄ :(x

2

� y

2

)(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

3

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[3110℄ :�(�x

3

+ y

1

)(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

3

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[3100℄ :(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

3

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)
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[3010℄ :(�x

1

+ y

3

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)(y

1

+ y

2

� x

3

� x

2

)

[3000℄ :�(�x

1

+ y

3

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[2210℄ :(�x

3

+ y

1

)(x

2

� y

2

)(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[2200℄ :�(x

2

� y

2

)(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[2110℄ :(�x

3

+ y

1

)(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[2100℄ :�(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[2010℄ :�(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)(y

1

+ y

2

� x

3

� x

2

)

[2000℄ :(�x

1

+ y

2

)(�x

1

+ y

1

)

[1210℄ :�(�x

3

+ y

1

)(�x

1

+ y

1

)(�x

2

+ y

1

)(x

2

+ x

1

� y

3

� y

2

)

[1200℄ :(�x

1

+ y

1

)(�x

2

+ y

1

)(x

2

+ x

1

� y

3

� y

2

)

[1110℄ :�(�x

3

+ y

1

)(�x

2

+ y

1

)(�x

1

+ y

1

)

[1100℄ :(�x

1

+ y

1

)(�x

2

+ y

1

)
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[1010℄ :(�x

1

+ y

1

)(y

1

+ y

3

� x

3

� x

1

� x

2

+ y

2

)

[1000℄ :x

1

� y

1

[0210℄ :y

2

2

x

1

� y

2

x

2
1

+ x

2
2

x

1

+ x

2

y

2

1

� x

2
2

y

1

� y

3

y

2

1

+ x

3

x

2
2

+ x

3

x

2
1

�

y

2

x

2
2

+ y

2

2

x

2

� x

3

y

1

x

1

+ x

3

x

2

x

1

� x

3

y

2

x

2

� x

3

y

3

x

1

+ x

3

y

2

y

3

�

x

3

y

3

x

2

� 2y

2

x

2

x

1

+ x

3

y

3

y

1

+ x

2

x

2
1

+ 2y

2

x

2

y

1

+ y

2

1

x

1

� y

1

x

2
1

+

y

2

y

3

x

2

� 2x

2

y

1

x

1

+ 2y

2

y

1

x

1

+ y

3

y

1

x

1

+ y

1

y

2

x

3

+ y

1

x

2

y

3

+ x

1

y

2

y

3

�

y

3

y

2

2

� x

1

x

2

y

3

� y

1

y

2

y

3

� x

1

y

2

x

3

� y

1

x

2

x

3

� y

2

y

2

1

� y

2

2

y

1

[0200℄ :x

2
2

� y

2

x

2

+ x

2

x

1

� x

2

y

1

� y

3

x

2

+ y

2

y

3

� y

3

x

1

+ y

3

y

1

+ x

2
1

�

y

1

x

1

� y

2

x

1

+ y

2

y

1

[0110℄ :x

3

x

2

� x

3

y

2

+ x

3

x

1

� x

3

y

1

� y

2

x

2

+ y

2

2

� y

2

x

1

+ y

2

y

1

+ x

2

x

1

�

x

2

y

1

� y

1

x

1

+ y

2

1

[0100℄ :x

2

� y

2

+ x

1

� y

1

[0010℄ :x

3

� y

3

+ x

2

� y

2

+ x

1

� y

1
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Tout le 
al
ul de S
hubert a été implémenté par Sébastien Veigneau,

et bien d'autres 
hoses en
ore, avant qu'il ne s'envole !

� Plusieurs algèbres liées au groupe symétrique agissant sur les

polyn�mes : SGA, NCA, IDCA, HEKA, : : :

� Polyn�mes ave
 
omme base linéaire S
hubert : SP

� Polyn�mes en n variables, ave
 
omme 
oe�
ients les fon
tions

symétriques, et base, les polyn�mes de S
hubert 
orrespondant au

groupe symétrique S

n

: FM

� Version non 
ommutative : TAB, FREE

Une autre version non 
ommutative des fon
tions symétriques a été

implémentée par Chan Ung : NCSF

�Implémenté� n'est pas 
omplet : les thèses de tous 
es jeunes gens


omportent bien plus que des programmes !
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Les di�éren
es divisées ne sont pas limitées aux polyn�mes, on peut

les appliquer aux fon
tions rationnelles.

1

1� x

1

�

1

!

1

(1� x

1

)(1� x

2

)

�

2

!

1

(1� x

1

)(1� x

2

)(1� x

3

)

�

3

! � � �

Permet d'augmenter le nombre de p�les !

Flexibilité en déformant les di�éren
es divisées :

par exemple, di�éren
es divisées isobares :

�

i

: f(: : : ; x

i

; x

i+1

; : : : ) 7!

x

i

f(x

i

; x

i+1

)� x

i+1

f(x

i+1

; x

i

)

x

i

� x

i+1

Les �

i

satisfont aux relations de tresses �

1

�

2

�

1

= �

2

�

1

�

2

, &
., mais

aussi à �

2

i

= �

i

. Ils représentent l'algèbre de He
ke à q = 0 , algèbre

dont l'IGM s'honore d'abriter les se
tateurs en son sein.
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Plus élémentairement, les di�érentes algèbres implémentées dans

ACE fournissent des outils pour justi�er et étendre le 
al
ul formel

du siè
le dernier a

i

7! a

i

, ainsi que le 
al
ul ombral. Par exemple,

toute fon
tion de S
hur S

�

est obtenue 
omme image d'un mon�me

x

�

. Ainsi

1

(1� x

1

)(1� x

1

x

2

)(1� x

1

x

2

x

3

)

�

1

�

2

�

1

=

X

�

S

�

(x

1

; x

2

; x

3

) ;

la somme de toutes les fon
tions de S
hur s'obtient à partir d'un

produit de fon
tions du type 1=(1� x).

Les outils sont là, mais pénurie de main d'oeuvre !
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