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Abstra
t

We prove an identity about partitions, previously 
onje
tured in

the study of shifted Ja
k polynomials. The proof given is using �-ring

te
hniques. It would be interesting to obtain a bije
tive proof.

1 Notations

Nous d�emontrons dans 
et arti
le une 
onje
ture pr�esent�ee dans un pr�e
�edent

travail [3℄. Il s'agit d'une identit�e qui se ren
ontre dans l'�etude des polynômes

\sym�etriques d�e
al�es" [5, 6℄, o�u elle permet le d�eveloppement expli
ite de


ertains \polynômes de Ja
k d�e
al�es", notamment 
eux asso
�es aux partitions

lignes et 
olonnes.

Cette identit�e se formule de mani�ere extrêmement simple dans le 
adre

de la th�eorie 
lassique des partitions. Cependant il nous a sembl�e que sa

preuve ne s'obtient 
ommod�ement qu'en utilisant la stru
ture (�el�ementaire)

de �-anneau de l'anneau des polynômes.

Une partition � est une suite d�e
roissante �nie d'entiers positifs. On

dit que le nombre n d'entiers non nuls est la longueur de �. On note � =

1



(�

1

; :::; �

n

) et n = l(�). On dit que j�j =

n

P

i=1

�

i

est le poids de �, et pour tout

entier i � 1 que m

i

(�) = 
ardfj : �

j

= ig est la multipli
it�e de i dans �. On

identi�e � �a son diagramme de Ferrers f(i; j) : 1 � i � l(�); 1 � j � �

i

g.

On pose

z

�

=

Y

i�1

i

m

i

(�)

m

i

(�)!:

La g�en�eralisation suivante du 
oeÆ
ient binomial 
lassique a �et�e intro-

duite dans [4℄. Soient � une partition et r un entier � 1. On note




�

r

�

le

nombre de fa�
ons dont on peut 
hoisir r points dans le diagramme de � de

telle sorte que au moins un point soit 
hoisi sur 
haque ligne de �.

Les 
oeÆ
ients binomiaux g�en�eralis�es




�

r

�

poss�edent la fon
tion g�en�eratri
e

suivante

X

r�1

�

�

r

�

q

r

=

l(�)

Y

i=1

�

(1 + q)

�

i

� 1

�

=

Y

i�1

�

(1 + q)

i

� 1

�

m

i

(�)

:

Soient z une ind�etermin�ee et n un entier � 1. On note d�esormais

(z)

n

= z(z + 1):::(z + n� 1) ; [z℄

n

= z(z � 1):::(z � n+ 1)

les fa
torielles \as
endante" et \des
endante" 
lassiques. On pose

�

z

n

�

=

[z℄

n

n!

:

SoitX = fX

1

; X

2

; X

3

; : : : g une famille (in�nie) d'ind�etermin�ees ind�ependantes.

Pour tous entiers j; k � 0 on pose

P

jk

(X) =

X

j�j=j

�

�

k

�

z

�

Y

i�1

X

i

m

i

(�)

: (1)

Comme on a




�

k

�

= 0 si k < l(�), la sommation est limit�ee aux partitions

� telles que l(�) � k. Il en r�esulte que P

jk

(X) est un polynôme de degr�e k.

Comme on a




�

k

�

= 0 si k > j�j, on a P

jk

(X) = 0 pour tout k > j. On pose

par 
onvention P

00

(X) = 1.

On a par exemple fa
ilement

P

j1

(X) = X

j

;

P

j2

(X) =

1

2

(j � 1)X

j

+

1

2

X

j

1

+j

2

=j

j

1

;j

2

�1

X

j

1

X

j

2

:

2



2 Notre r�esultat

Le but de 
et arti
le est de d�emontrer la 
onje
ture suivante, que l'un de nous

a formul�ee dans un pr�e
�edent travail ( [3℄, Conje
ture 2). Cette 
onje
ture

expli
ite un d�eveloppement en s�erie formelle.

Th�eor�eme 1. Soient z; u et X = fX

1

; X

2

; X

3

; : : : g des ind�etermin�ees ind�ependantes.

Pour tous entiers n; r � 1 on a

X

j�j=n

(�1)

r�l(�)

�

�

r

�

z

�

Y

i�1

 

z +

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

X

k

!

m

i

(�)

=

X

j�0

u

j

�

n+ j � 1

n� r

�

0

�

min(r;j)

X

k=0

�

z � j

r � k

�

P

jk

(X)

1

A

:

Cette 
onje
ture est triviale pour r > n 
ar on a alors




�

r

�

= 0. Pour

r = n on obtient le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 2. Soient z; u et X = fX

1

; X

2

; X

3

; : : : g des ind�etermin�ees ind�ependantes.

Pour tout entier n � 1 on a

X

j�j=n

(�1)

n�l(�)

z

�

Y

i�1

 

z +

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

X

k

!

m

i

(�)

=

X

j�0

u

j

0

�

min(n;j)

X

k=0

�

z � j

n� k

�

P

jk

(X)

1

A

:

Le Th�eor�eme 2 avait �et�e auparavant 
onje
tur�e dans [4℄ (Conje
ture 4,

page 465). Pour X = 0 le Th�eor�eme 1 redonne le Th�eor�eme 1' de [4℄ (page

462).

3 Fon
tions sym�etriques

Nous donnons d'abord i
i les notations dont nous aurons besoin �a propos

de l'alg�ebre Sym des fon
tions sym�etriques, 
onsid�er�ee d'un point de vue

formel.

Soit A = fa

1

; a

2

; a

3

; : : : g un ensemble de variables, qui peut être in�ni

(nous dirons que A est un alphabet). On introduit les fon
tions g�en�eratri
es

�

t

(A) =

Y

a2A

(1 + ta) ; �

t

(A) =

Y

a2A

1

1� ta

; 	

t

(a) =

X

a2A

a

1� ta

3



dont le d�eveloppement d�e�nit les fon
tions sym�etriques �el�ementaires �

i

(A),

les fon
tions 
ompl�etes S

i

(A) et les sommes de puissan
es  

i

(A) :

�

t

(A) =

X

i�0

t

i

�

i

(A) ; �

t

(A) =

X

i�0

t

i

S

i

(A) ; 	

t

(A) =

X

i�1

t

i�1

 

i

(A):

Lorsque l'alphabet A est in�ni, 
ha
un de 
es trois ensembles de fon
tions

forme une base alg�ebrique de Sym[A℄, l'alg�ebre des fon
tions sym�etriques sur

A (
'est-�a-dire que ses �el�ements sont alg�ebriquement ind�ependants).

On peut don
 d�e�nir l'alg�ebre Sym des fon
tions sym�etriques, sans r�ef�eren
e

�a l'alphabet A, 
omme l'alg�ebre sur Q engendr�ee par les fon
tions �

i

, S

i

ou

 

i

.

Pour toute partition � = (�

i

; 1 � i � l(�)) = (i

m

i

(�)

; i � 1), on d�e�nit les

fon
tions �

�

, S

�

ou  

�

en posant

f

�

=

l(�)

Y

i=1

f

�

i

=

Y

k�1

(f

k

)

m

k

(�)

;

o�u f

i

d�esigne respe
tivement �

i

, S

i

ou  

i

. Les fon
tions �

�

, S

�

,  

�

forment

une base lin�eaire de l'alg�ebre Sym.

On a la formule de Cau
hy

�

i

=

X

j�j=i

(�1)

i�l(�)

 

�

z

�

ou en
ore

S

i

=

X

j�j=i

 

�

z

�

:

Pour toute partition �, on peut d�e�nir les fon
tions sym�etriques monomi-

ales  

�

et les fon
tions de S
hur S

�

, qui forment �egalement une base lin�eaire

de l'alg�ebre Sym.

Les bases �

�

, S

�

,  

�

,  

�

ou S

�

sont not�ees respe
tivement e

�

, h

�

, p

�

,

m

�

ou s

�

dans la litt�erature, notamment dans [7℄. Les notations utilis�ees i
i

sont 
elles de [2℄, qui sont plus adapt�ees aux �-anneaux.

4 L'anneau des polynômes 
omme �-anneau

Nous allons d�emontrer le Th�eor�eme 1 en utilisant le fait que l'anneau des

polynômes poss�ede une stru
ture de �-anneau.

4



Un �-anneau est un anneau 
ommutatif ave
 unit�e muni d'op�erateurs qui

v�eri�ent 
ertains axiomes. Nous renvoyons le le
teur �a [1℄ pour la th�eorie

g�en�erale, et au 
hapitre 2 de [8℄ pour leur appli
ation �a l'analyse multivari�ee.

Nous n'utiliserons 
ette th�eorie que dans le 
adre �el�ementaire suivant.

Soit A = fa

1

; a

2

; a

3

; : : : g un alphabet quel
onque. On 
onsid�ere l'anneau

R[A℄ des polynômes en A �a 
oeÆ
ients r�eels. La stru
ture de �-anneau de

R[A℄ 
onsiste �a d�e�nir une a
tion de Sym sur R[A℄.

4.1 A
tion de Sym

Les fon
tions  

i

formant un syst�eme de g�en�erateurs alg�ebriques de Sym,

�e
rivant tout polynôme sous la forme

P


;u


u, ave
 
 
onstante r�eelle et u un

monôme en fa

1

; a

2

; a

3

: : : g, on d�e�nit une a
tion de Sym sur R[A℄, not�ee [:℄,

en posant

 

i

[

X


;u


u℄ =

X


;u


u

i

:

Pour tous polynômes P;Q 2 R[A℄ on en d�eduit imm�ediatement  

i

[PQ℄ =

 

i

[P ℄ 

i

[Q℄ et  

�

[PQ℄ =  

�

[P ℄ 

�

[Q℄.

L'a
tion ainsi d�e�nie s'�etend �a tout �el�ement de Sym. Ainsi on a

�

t

[

X


;u


u℄ =

Y


;u

(1 + tu)




; �

t

[

X


;u


u℄ =

Y


;u

(1� tu)

�


:

On en d�eduit S

i

[P ℄ = (�1)

i

�

i

[�P ℄.

On notera le 
omportement di��erent des 
onstantes 
 2 R et des monômes

u :

 

i

[
℄ = 
 ; S

i

[
℄ =

(
)

i

i!

; �

i

[
℄ =

[
℄

i

i!

 

i

[u℄ = u

i

= S

i

[u℄ ; �

i

[u℄ = 0; i > 1 ; �

1

[u℄ = u:

(2)

Il est plus 
orre
t de 
ara
t�eriser les "monômes" u 
omme �el�ements de

rang 1 (i.e. les u 6= 0; 1 tels que �

i

[u℄ = 0 8i > 1), et les "
onstantes"


 2 R 
omme les �el�ements invariants par les  

i

(on dira aussi �el�ement de

type binomial).

Lorsqu'on utilise la th�eorie des �-anneaux pour d�emontrer une identit�e

alg�ebrique, il est don
 toujours n�e
essaire de pr�e
iser le statut de 
haque

�el�ement. En parti
ulier nous aurons �a employer des ind�etermin�ees de rang 1,

et d'autres de type binomial.

5



4.2 Extension aux s�eries formelles

On remarquera que si a

1

; a

2

; : : : ; a

n

sont des �el�ements de rang un, alors

 

i

[a

1

+ a

2

+ : : :+ a

n

℄ = a

i

1

+ a

i

2

+ : : :+ a

i

n

est la valeur de la i-�eme somme de puissan
e  

i

(a

1

; a

2

; : : : ; a

n

).

Dans la suite pour tout alphabet A = fa

1

; a

2

; a

3

; : : :g, on notera A

}

=

P

i

a

i

la somme de ses �el�ements. Lorsque A est form�e d'�el�ements de rang 1,

on a ainsi pour toute fon
tion sym�etrique f ,

f [A

}

℄ = f(A): (3)

En parti
ulier si q est de rang 1, on a

 

i

(1; q; q

2

; q

3

; : : : ; q

n�1

) =  

i

[

n�1

X

k=0

q

k

℄:

Il est naturel de vouloir �e
rire

n�1

X

k=0

q

k

=

1� q

n

1� q

;

et d'�etendre ainsi l'a
tion de Sym aux fon
tions rationnelles. Il est �egalement

naturel de 
onsid�erer un alphabet in�ni (1; q; q

2

; q

3

; : : : ), de vouloir sommer

la s�erie

X

k�0

q

k

=

1

1� q

;

et d'�etendre ainsi l'a
tion de Sym aux s�eries formelles �a 
oeÆ
ients r�eels.

Pour 
ela on pose

 

i

�
P


u

P

dv

�

=

P


u

i

P

dv

i

;

ave
 
; d 
onstantes r�eelles et u; v des monômes en (a

1

; a

2

; a

3

: : : ).

L'a
tion ainsi d�e�nie s'�etend �a tout �el�ement de Sym. On munit ainsi

l'anneau des s�eries formelles �a 
oeÆ
ients r�eels d'une stru
ture de �-anneau.

On a par exemple

�

t

[

1

1� q

℄ =

Y

i�1

(1 + tq

i

) = (�t; q)

1

�

t

[

1

1� q

℄ =

Y

i�1

1

1� tq

i

=

1

(t; q)

1

;


e qui fait appara

^

itre des quantit�es bien 
onnues en q-
al
ul.

6



4.3 Formulaire

Les relations fondamentales suivantes sont des 
ons�equen
es dire
tes des re-

lations (2). Certaines nous seront n�e
essaires. Pour tous P;Q on a d'abord

S

i

[P +Q℄ =

i

X

j=0

S

i�j

[P ℄S

j

[Q℄

�

i

[P +Q℄ =

i

X

j=0

�

i�j

[P ℄�

j

[Q℄;

(4)

ou de mani�ere �equivalente :

�

t

[P +Q℄ = �

t

[P ℄ �

t

[Q℄

�

t

[P +Q℄ = �

t

[P ℄�

t

[Q℄:

(5)

Pour tous P;Q on a d'autre part

S

i

[PQ℄ =

X

j�j=i

1

z

�

 

�

[P ℄ 

�

[Q℄

=

X

j�j=i

 

�

[P ℄S

�

[Q℄

=

X

j�j=i

S

�

[P ℄S

�

[Q℄;

(6)

ou de mani�ere �equivalente :

�

i

[PQ℄ =

X

j�j=i

(�1)

i�l(�)

z

�

 

�

[P ℄ 

�

[Q℄

=

X

j�j=i

 

�

[P ℄�

�

[Q℄

=

X

j�j=i

S

�

[P ℄S

�

0

[Q℄;

(7)

o�u �

0

d�esigne la partition transpos�ee de �.

Si P est de rang 1 et Q arbitraire, on a

�

i

[PQ℄ = P

i

�

i

[Q℄:

Ainsi lorsque P et Q sont de rang 1, on a

�

t

[PQ℄ = 1 + tPQ: (8)
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5 D�emonstration du Th�eor�eme 1

5.1 Pr�eliminaires

Lemme 1. Soit q

0

un �el�ement de rang 1. Si on pose q = q

0

� 1, on a

 

�

[q℄ =

X

k�1

�

�

k

�

q

k

:

Preuve. On a

 

i

[q℄ =  

i

[q

0

� 1℄ = (q

0

)

i

� 1 = (1 + q)

i

� 1:

On applique la fon
tion g�en�eratri
e des entiers




�

k

�

.

A l'aide des relations (2) et (4) on obtient fa
ilement

�

i

[q℄ = (�1)

i�1

q ; S

i

[q℄ = (1 + q)

i�1

q ; i � 1: (9)

On en d�eduit

�

�

[q℄ = (�1)

j�j�l(�)

q

l(�)

; S

�

[q℄ = (1 + q)

j�j�l(�)

q

l(�)

:

On rappelle la d�e�nition du polynôme P

jk

introduit en (1) et de la fon
tion

sym�etrique monomiale  

�

(somme de tous les monômes di��erents ayant pour

exposant une permutation de �).

Lemme 2. Soit A = fa

1

; a

2

; a

3

; : : : g un alphabet (�ni ou in�ni) quel
onque.

Pour tout i � 1 on pose X

i

=

P

a2A

a

i

. Alors pour tous entiers j; k � 0 on a

P

jk

(�X) = (�1)

k

X

j�j=j;l(�)=k

 

�

(A):

Preuve. L'�egalit�e �a �etablir est une identit�e alg�ebrique entre polynômes en les

a

i

. Elle est enti�eremnt ind�ependante de la stru
ture de �-anneau de l'anneau

des polynômes. Pour la d�emontrer dans le 
adre de la th�eorie des �-anneaux,

nous pouvons don
 
hoisir le statut de 
ha
une des ind�etermin�ees a

i

.

Nous pouvons par exemple supposer que tous les �el�ements de l'alphabet

A sont de rang 1. Compte-tenu de (3), la relation �a d�emontrer devient dans


e 
as

P

jk

(�X) = (�1)

k

X

j�j=j;l(�)=k

 

�

[A

}

℄: (10)

8



Compte-tenu de (3), on a aussi dans 
e 
as

 

i

[A

}

℄ =  

i

(A) = X

i

; i � 1;

d'o�u pour toute partition �,

 

�

[A

}

℄ =  

�

(A) =

Y

i�1

X

i

m

i

(�)

:

La formule de Cau
hy (7) implique alors

�

j

[qA

}

℄ =

X

j�j=j

(�1)

j�l(�)

z

�

 

�

[q℄ 

�

[A

}

℄

=

X

j�j=j

(�1)

j�l(�)

z

�

 

X

k�1

�

�

k

�

q

k

!

Y

i�1

X

i

m

i

(�)

= (�1)

j

X

k�1

P

jk

(�X)q

k

:

Et d'autre part on a aussi

�

j

[qA

}

℄ =

X

j�j=j

 

�

[A

}

℄�

�

[q℄

=

X

j�j=j

 

�

[A

}

℄(�1)

j�l(�)

q

l(�)

:

On en d�eduit (10) par 
omparaison.

5.2 M�ethode

Dans toute la suite de 
et arti
le, on 
onsid�ere un alphabet (�ni ou in�ni)

A = fa

1

; a

2

; a

3

; : : : g. Pour le moment, nous ne faisons au
une hypoth�ese sur

le statut des �el�ements de A. En parti
ulier nous ne supposons pas que les a

k

sont de rang 1. Pour tout i � 1 on pose

X

i

=  

i

(A) =

X

a2A

a

i

:

On 
onsid�ere quatre �el�ements q

0

; z; t; u. On suppose que z est de type

binomial et que q

0

= 1 + q est de rang 1.

Pour d�emontrer l'identit�e du Th�eor�eme 1, on va montrer l'�egalit�e des

fon
tions g�en�eratri
es de ses deux membres. Plus pr�e
is�ement on �e
rit 
haque

9



membre de l'identit�e du Th�eor�eme 1 en 
hangeant lesX

i

en�X

i

, et on somme

sur n et r apr�es avoir multipli�e par (�t)

n

(�q)

r

.

L'�egalit�e �a d�emontrer devient

X

n�r�1

X

j�j=n

(�1)

r�l(�)

(�t)

n

(�q)

r

�

�

r

�

z

�

Y

i�1

 

z �

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

X

k

!

m

i

(�)

=

X

n�r�1

X

j�0

(�t)

n

(�q)

r

u

j

�

n+ j � 1

n� r

�

0

�

min(r;j)

X

k=0

�

z � j

r � k

�

P

jk

(�X)

1

A

: (11)

5.3 Membre de droite

Compte tenu du Lemme 2, le membre de droite de (11) s'�e
rit, en notant

uA = fua

1

; ua

2

; ua

3

; : : : g,

X

n�r�1

X

�

(�t)

n

(�q)

r

u

j�j

�

n + j�j � 1

n� r

��

z � j�j

r � l(�)

�

(�1)

l(�)

 

�

(A) =

X

�

(�1)

l(�)

 

�

(uA)

X

n�r�l(�)

(�t)

n

(�q)

r

�

n+ j�j � 1

n� r

��

z � j�j

r � l(�)

�

:

Mais on a la relation suivante, qui est une autre fa�
on d'�e
rire la formule


lassique du binôme :

X

i�j

�

i� 1

j � 1

�

t

i�j

=

1

(1� t)

j

:

On en d�eduit imm�ediatement

X

n�r

(�t)

n

�

n + j�j � 1

n� r

�

=

(�t)

r

(1 + t)

j�j+r

:

Le membre de droite de (11) s'�e
rit don


X

�

(�1)

l(�)

 

�

(uA)

0

�

X

r�l(�)

(qt)

r

(1 + t)

j�j+r

�

z � j�j

r � l(�)

�

1

A

:

Ce qui peut se reformuler

X

�

 

�

(uA)

(�qt)

l(�)

(1 + t)

j�j+l(�)

 

X

k�0

�

qt

1 + t

�

k

�

z � j�j

k

�

!

:
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Finalement le membre de droite de (11) s'�e
rit

X

�

 

�

(uA)

(�qt)

l(�)

(1 + t)

j�j+l(�)

�

1 +

qt

1 + t

�

z�j�j

:

Soit en
ore en posant y = �qt=(1 + t),

X

�

 

�

(uA)

y

l(�)

(1 + t)

j�j

(1� y)

z�j�j

: (12)

5.4 Membre de gau
he

Comme on aX

k

=

P

a2A

a

k

, la quantit�e suivante, �e
rite au membre de gau
he

de (11), devient

z �

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

X

k

= z �

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

 

X

a2A

a

k

!

:

On introduit alors l'alphabet

A

0

=

�

1

1� ua

1

;

1

1� ua

2

;

1

1� ua

3

; : : :

�

=

�

1

1� ua

; a 2 A

�

:

Nous faisons d�esormais l'hypoth�ese suivante : 
haque �el�ement

1

1�ua

est de

rang 1. Sous 
ette hypoth�ese on a

 

i

[

X

a2A

1

1� ua

℄ =

X

a2A

(1� ua)

�i

=

X

a2A

 

X

k�0

(i)

k

k!

u

k

a

k

!

=

X

a2A

 

1 +

X

k�1

(i)

k

k!

u

k

a

k

!

:

On introduit l'�el�ement

B = z �

X

a2A

ua

1� ua

= z +

X

a2A

�

1�

1

1� ua

�

:

On a ainsi

z �

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

X

k

=  

i

[B℄:
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Pour toute partition �, on en d�eduit

Y

i�1

 

z �

X

k�1

u

k

(i)

k

k!

X

k

!

m

i

(�)

=  

�

[B℄:

Compte-tenu de 
ette relation, le membre de gau
he de (11) s'�e
rit

X

n�r�1

X

j�j=n

(�1)

r�l(�)

(�t)

n

(�q)

r

�

�

r

�

z

�

 

�

[B℄ =

X

n�1

t

n

X

j�j=n

(�1)

n�l(�)

z

�

 

X

r�1

�

�

r

�

q

r

!

 

�

[B℄

=

X

n�1

t

n

X

j�j=n

(�1)

n�l(�)

z

�

 

�

[q℄  

�

[B℄

=

X

n�1

t

n

�

n

[qB℄

= �

t

[qB℄:

La d�emonstration sera termin�ee en prouvant que le d�eveloppement (12)

est exa
tement la d�e
omposition de �

t

[qB℄ sur la base des fon
tions mono-

miales  

�

(uA).

5.5 D�eveloppement de �

t

[qB℄.

On maintient les notations pr�e
�edentes en faisant le 
hangement de variables

ua ! a. On 
onsid�ere un alphabet A = fa

1

; a

2

; a

3

; : : : g et trois �el�ements

q

0

; z; t ave
 les hypoth�eses suivantes :

- on suppose que z est de type binomial et que q

0

= 1 + q est de rang 1,

- on suppose que pour tout a 2 A, l'�el�ement a

0

=

1

1�a

est de rang 1.

On a maintenant

B = z �

X

a2A

a

1� a

= z +

X

a2A

�

1�

1

1� a

�

:

Nous allons d�emontrer le Th�eor�eme 1 sous la forme suivante.

Th�eor�eme 3. En posant y = �qt=(1 + t), on a

�

t

[qB℄ =

X

�

 

�

(A)

y

l(�)

(1 + t)

j�j

(1� y)

z�j�j

:
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Preuve. On a d'abord

�

t

[qB℄ = �

t

[qz + q

X

a2A

(1� a

0

)℄

Comme z est de type binomial, on a

�

t

[qz℄ = (�

t

[q℄)

z

:

Et d'autre part la relation (9) implique

�

t

[q℄ = 1 + q

X

i�1

(�1)

i�1

t

i

= 1 +

qt

1 + t

:

Compte-tenu de (5) on en d�eduit

�

t

[qB℄ = �

t

[qz℄�

t

[q

X

a2A

(1� a

0

)℄

= (1� y)

z

�

t

[q

X

a2A

(1� a

0

)℄

= (1� y)

z

Y

a2A

�

t

[q(1� a

0

)℄:

Maintenant on a q(1 � a

0

) = (q

0

� 1)(1 � a

0

) = q

0

� 1 � q

0

a

0

+ a

0

. Les

�el�ements q

0

et a

0

�etant de rang 1, les relations (5) et (8) impliquent

�

t

[q(1� a

0

)℄ =

�

t

[q

0

℄

�

t

[1℄

�

t

[a

0

℄

�

t

[q

0

a

0

℄

=

1 + tq

0

1 + t

1 + ta

0

1 + tq

0

a

0

= (1� y)

1 + ta

0

1 + t(1 + q)a

0

:

Finalement on obtient

�

t

[qB℄ = (1� y)

z

Y

a2A

(1� y)

1 + t� a

1 + t(1 + q)� a

= (1� y)

z

Y

a2A

(1� y)

�

1�

qt

1 + t+ qt� a

�

:

Posons alors

v =

1

(1 + t)(1� y)

=

1

1 + t+ qt

:

La relation pr�e
�edente devient

�

t

[qB℄ = (1� y)

z

Y

a2A

�

1 + y

va

1� va

�

:
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Maintenant on a

Y

a2A

�

1 + y

va

1� va

�

=

X

N�A

Y

a2N

y

va

1� va

:

Nous allons utiliser la propri�et�e suivante, qui se v�eri�e fa
ilement :

X

N�A


ardN=n

Y

a2N

y

va

1� va

= y

n

X

l(�)=n

v

j�j

 

�

(A):

Soit en
ore

�

t

[qB℄ = (1� y)

z

X

�

y

l(�)

(1 + t)

j�j

(1� y)

j�j

 

�

(A):

On 
on
lut imm�ediatement.

6 Appli
ation

Les Th�eor�emes 1 et 2 peuvent permettre d'obtenir des identit�es remarquables

en sp�e
ialisant les ind�etermin�ees X

i

et z.

Nous revenons seulement i
i sur les 
onje
tures de [4℄, ren
ontr�ees en

�etudiant les polynômes sym�etriques d�e
al�es [5, 6℄. Soit � un nombre r�eel

positif. Pour toute partition � et tout entier k � 0, on note

d

k

(�) =

X

(i;j)2�

�

j � 1�

i� 1

�

�

k

:

On introduit la g�en�eralisation suivante de la \fa
torielle as
endante":

(z)

�

=

Y

(i;j)2�

�

z + j � 1�

i� 1

�

�

:

Pour tous entiers j; k � 0 on pose

F

jk

(�) = P

jk

(d

1

(�); d

2

(�); d

3

(�); : : : ):

C'est-�a-dire qu'on 
hoisit la sp�e
ialisation suivante

X

k

= d

k

(�) ; k � 1:

En d'autres termes, l'alphabet A tel que X

k

=

P

a2A

a

k

est alors

A

�

=

�

j � 1�

i� 1

�

; (i; j) 2 �

�

:
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Th�eor�eme 4. Soient x; y deux ind�etermin�ees ind�ependantes. Pour toute

partition � on a

(y � x)

�

(y)

�

=

X

i�0

X

j�0

(�1)

i+j

x

i

y

i+j

0

�

min(i;j)

X

k=0

�

j�j � j

i� k

�

F

jk

(�)

1

A

:

Preuve. On montre 
omme dans [4℄ (p. 464) que

(y � x)

�

(y)

�

=

X

�

v

j�j

(�1)

j�j�l(�)

z

�

Y

i�1

 

X

p�0

u

p

(i)

p

p!

d

p

(�)

!

m

i

(�)

;

ave
 v = �x=y et u = �1=y. On �e
rit le Th�eor�eme 2 sp�e
ialis�e ave
 X

k

=

d

k

(�) et z = d

0

(�) = j�j.

Il est important de noter que la sommation a lieu sur tout j � 0 et

pas seulement sur j�j � j � 0. Le degr�e en x du membre de gau
he �etant


lairement � j�j, on obtient pour tout i > j�j,j � 0,

min(i;j)

X

k=0

�

j�j � j

i� k

�

F

jk

(�) = 0:

En e�et 
'est seulement lorsque l'alphabet A

�

est in�ni que les ind�etermin�ees

d

k

(�) sont ind�ependantes.

Le 
as o�u � est une partition-ligne (n) 
orrespond au d�eveloppement en

s�erie de la formule 
lassique de Chu-Vandermonde [4℄.
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