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THEORIE DES GROUPES. -— Croissance des polynémes de Foulkes-Green. Note (*)
dc Alain Lascoux et Marcel Paul Schiitzenberger, Correspondant de l’Académie.

On énonee un theoréme d’isomorphie entre les classes de conjugaison d’un certain monoide ct on en déduit des
inegalités entre polynémcs de Green des groupes linéaires finis.

An isomorphism theorem within the plactic monoi'd is given. Applications are made relating Green polynomialsfor
finite linear groups to the structure of the lattice ofpartitions.

Soit A* 1e mono'ide libre engendré par l’ensemble fini totalement ordonné {A, g }. On
note # l’antiautomorphisme naturel (défini par sa restriction a A : c # < b # ssi b < c).

Tout intervalle B de A définit un morphisme de restriction de A* —> B* envoyant chaque
mot w sur son plus long sous-mot w n B* contenu dans B*.

On prouve :
Il existe dans A* une congruence minimale (unique) notée E telle que :
~— d’une part dans l’algébre Z(A*/ E) les éléments Z {x : xeA} et 2 { yx : x, yeA,

y > x} commutent;
— d’autre part, pour tout intervalle B, wzw’ implique

wnB*Ew’nB*.

Le mono'ide quotient A*/ E est dit monoi'de plaxique; nous en avons donné une
présentation légérement différente dans [l].

Rappelons quelques propriétés élémentaires :
(1) les classes dans Z(A*/ E) des éléments

Sk=2{x1. . .xk 1 xiEA, x1 é . . . éxk}

engendrent une sous-algébre commutative;
(2) waw’=>w # E w’ #;
(3) Il existe une section remarquable A*/E —>A* dont l’image est l’ensemble T des
tableaux (cf. [1]). La composition A* —» A*/ E -> T est dit redressement et notée R.
(4) Il existe unc application t—t] des tableaux sur l’ensemble des partitions (a est le
diagramme ou la forme de t), ainsi qu’une bijection

w —> (w R, w E)

de A* sur l’ensemble des paires de tableaux

t=wR, t’=w&6: ?|=t—’|, t’eA’

(i. e. t’ est une permutation des premieres lettres de A).
De fait, si weAE t’=w'1 R, on 10‘1 est la permutation inverse de w.
Soit NA le mono’ide commutatif libre sur A. Son groupe Aut (NA) se reléve de facon

unique en un groupe Bij(A*) de bijections : A* —+ A“ [ce n’est pas le relévement
élémentaire x1 x2. . . —+(x1)0‘(x2)0'. . .] :

ceAut—roeBij
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en imposant les deux conditions :
pour tout weA*, oeAut, et tout intervalle B de A, on a :

(1) {Bc}={B} => (wnB*)o=wa*,
(2) wlfi=wclfi

On a alors :

PROPOSITION 1 z
(1) wo#=w#c#[avec O‘# :VbeA,bc#=(bo)#];
(2) w R 0' = w o R;
(3) si a est la premiere lettre de A et si a o: a, alors

(mu) 0' = a (w 6).

THEOREME 2 (théoréme de conjugaison). — Pour chaquefactorisation w =w w; d’un mot w,
pour chaque 0' e Bij (A*), on a

(w1w2)0'=wi WE: |w1|=|wi| 3 (w2w1)°'=w’2w'1-

(lwl est la Iongueur de w).
On peut remarquer que les éléments de Bij (A*) préservent les puissances

(w‘) 0‘ = (w c)".

Soit I une partition, IeNA (i. e.. . . g cI g M é aI). Appelons cyclage d’un tableau t
d’évaluation commutative I toute operation

t-—>t’eT: Elt”, xe{A\a}, tExt”, t"—.—:t”x

Il est aisé de voir que tout tableau peut étre transformé en 1e tableau ligne de meme
evaluation a. . .a b. . .b. . . par une suite de cyclages.

a l b l

Soit T (I) l’ensemble {tableaux d’évaluation I, cyclages }. Le théoréme 2 permet de
transporter 1a structure de cyclage aux tableaux d’évaluation quelconque H. Soit en effet I la
partition

Else Aut (NA), HO'=I.

Par definition, t —> t’ est un cyclage de tableaux d’évaluation H si et seulement si to -> t’ 0'
Pest, et l’on définit T(H) comme l’image de T(I) par 0'.

LEMME 3. — II existe unefonction u z T —) N dite cocharge telle que :
(1) tu=0 ssi t est un tableau ligne;
(2) si t—> t’ est un cyclage, alors

tu=t’u+1.

Remarque. — Nous avons défini dans [1] la charge v d’un tableau d’évaluation une
partition I; la cocharge est de fait égale a

bI+2(cI)+3(dI)+ . . . —v.
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Soit H, H’eNA, aH’=aH+ 1, bH’=bH—1, xH’=xHVx#=a, b. 11 est Clair que
l’opération « changer ale plus 2‘1 droite en b » est une injection de l’ensemble des tableaux
d’évaluation H’ dans l’ensemble des tableaux d’évaluation H. On a plus :

PROPOSITION 4. —— L’opération ci-dessus une injection de T(H’) dans T(H) conservant la
cocharge et la forme.

COROLLAIRE 5. — Soit I et J deux partitions de poids n, et soit G (I, J) le polynéme de Green du
groupe linéairefini Gl (n, F.) associé d ces deux partitions. Alors pour toute partition I’ g I :

G(I’, J) g G(I, J).

Démonstration. — Le polynéme de Green est, 2‘1 une puissance de q pres, et en échangeant q
en 1/q, égal au polynéme de Foulkes F (I, J) (cf. [2]); plus précisément, d’aprés [3] :

G(I, J)=Z { q”“’ : teT(I), Fl =J }.

Il suffit de se placer dans le cas 01‘1 les partitions I et 1’ sont consécutives dans le treillis des
partitions; il est clair (cf. [3]) qu’il existe o tel que H = I o, H’ = I’ 0' vérifient les hypotheses de
la proposition 4, et donc

T(I’) .2 T(I’o) G T(I o) z T(I)
entraine 1e corollaire.

Exemple. -— Pour 1e poids 6 et J =000033, nous avons figure c6te a céte le treillis des
partitions et les polynémes de Green correspondants :

1+q2+c13+q4+q6 111111

1+qz+q3 11112

1+q2 1122

/\
l 1 1113 222

\/ \/
0/1\1 114 123 33

\0/ 24/
l l
l i
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La méme technique permet d’obtenir un systems d’inégalités plus complexes. Par exemple
si 11, 11, 12, I; sont quatre partitions de méme poids telles que

c11=c11=c12—1=c1'2—1<b11=b11+1=b12—1=b15 <aIl=a11-—l=a12=al’2—1,
avec égalité pour les autres lettres, on a pour toute partition J :

(F(11,J)—qF(I’. J))-q(F(Iz.J)-qF(I’2. 1));0.

(*) Séance du 8 janvier 1979.
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