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ABSTRACT. —  The group algebra of the symmetric group on the ring of rational
functions has, apart from its canonical basis of permutations, several bases of symmetrizing
operators , among which the classical Newton’s divided differences . We deal here with the
explicitation of the matrices of change of bases. Our main result is that, in the case of Gl(n),
the components of the matrices associated to the classical bases are just specializations of
Schubert or Grothendieck polynomials (proposition 3.2 , formulas 3.9 , 4.5, 4.6, 4.7, 4.11 ). We
refer to the work of Arabia, Bernstein-GelfandGelfand, Kac, Kostant, Kumar, Rossmann for
the interpretation of these matrices in terms of (equivariant) cohomology and K-theory rings
of the flag manifold, or equivariant singularities of Schubert varieties. Our main technical
tool is the simple observation that all but one specialization of the maximal twofold Schubert
polynomial X vanish (lemma 2.10).

1. Introduction

L’algebre du groupe symétrique G(A) d’un ensemble d’indéterminées A est
étudiée depuis Frobenius et Young. De nouvelles propriétés apparaissent lorque
I’on prend le produit tensoriel tordu ([Bou7 IT1.180, ex.11] dit produit croisé;
[Ko-Ku 1,2] emploient le terme smash product ) avec le corps des fractions
rationnelles R(A) de l'algebre symétrique associée & A, les coefficients dans le
corps des fonctions rationnelles en les variables sur lesquelles agit le groupe, au
lieu de coefficients dans le corps des complexes. Cette algebre, que nous notons
& admet d’autres bases que la base canonique des permutations, en particulier
les différences divisées de Newton ; c’est pourquoi nous 'appelons “Algebre des
différences divisées”.

Un point de vue alternatif consiste en la caractérisation des opérateurs
sur ’anneau des polynomes, vérifiant les relations de Coxeter : on retrouve,
apres tensorisation par R(A), l'algebre &, cf.[La-Sch 5] , cette fois-ci comme
réalisation concrete de 'algebre de Hecke du groupe symétrique.

La géométrie fournit différentes interprétations de l'algebre £ comme algebre
d’opérateurs sur 'anneau de cohomologie, de Grothendieck, la cohomologie
équivariante ou la K-théorie équivariante de la variété de drapeaux. Suivant
I'interprétation choisie, il faudra identifier o, e, ... au quotient de deux vari-
ables consécutives : aj/asg, ... , et les opérateurs de £ aux opérateurs naturels
pour ces différentes théories cohomologiques. L’avantage présent de la combina-
toire est que I’on mene simultanément les calculs dans les différentes théories, et
meéme, que I’on obtient par exemple, des relations explicites entre les polynomes
qui relevent les cycles de Schubert et ceux qui relevent les caracteres de De-
mazure ([La-Sch 7]) quoique ces objets appartiennent de fait a des catégories
différentes. Plus encore, on peut étendre les constructions a I’ algébre libre [La-
Sch 6] et retrouver ainsi tableaux de Young, bases standard , etc... en liaison
avec l'algebre £ .



Un des problemes intéressants de la théorie consiste en ’explicitation des
différentes matrices de changement de base.

Nous montrons ici que les principales de ces matrices, considérées en par-
ticulier par [Ara 2, 3] , [Ko-Ku 1, 2], [Kum], [Ros], sont données par les
polynoémes de Schubert et ceux de Grothendieck ( prop. 3.2 , formules 3.8 | 3.9,
4.6 ,4.7, 4.11).

Rappelons que les polynomes de Schubert interviennent par ailleurs :

- comme base de l'anneau des polyndomes en tant que module libre sur
I’anneau des polynomes symétriques [La-Sch 1] (résultat implicite dans [B-
G-G], décrit dans un autre contexte par [Ara 1, p.42]).

- comme base de la cohomologie des variétés de drapeaux associées aux
groupes linéaires [B-G-G], [Dem 1], [La-Sch 1].

- comme coefficients dans la formule d’interpolation de Newton a plusieurs
variables [La-Sch 4].

- comme caracteres irréductibles [Kr-Pr] .

- comme généralisation des fonctions de Schur dans la troisieme édition du
livre de [Mac].

Attention : Les opérateurs agissent sur tout ce qu’ils trouvent sur leur gauche.

2. Différences divisées

Soient A = {a,...,a,+1} un ensemble totalement ordonné d’indéterminées
(un alphabet ) et R(A) 'anneau des fonctions rationnelles en A. On note G(A)
le groupe symétrique sur A, w son élément maximal. Pour tout f € R(A) , f*
est 'image de f par la permutation pu.

Soit & I'algebre des opérateurs D sur R(A) , du type D = .54y CRc(D),
ou les coefficients R¢(D) appartiennent a R(A) . L’anneau R(A) s’injecte
canoniquement dans & :

R(A) > f — “opérateur multiplication par f” .

Pour éviter les exposants trop volumineux, nous noterons aussi fu € R(A)
la fonction f#* | ou dirons “la fonction fu” ou “le polynéme fu lorsque nous
voudrons distinguer ces derniers de 'opérateur composé de "multiplication par
f7 par ”permutation p”.

L’algebre & est un R(A)-module a gauche, aussi bien qu’a droite, les deux
structures s’échangeant par 1’égalité

1

Pour tout couple (f,p) : f € R(A),u € &(A4), uf=f"* pn

Le produit dans £ est donné par



(2.1) D (R(D)-> vR,(D')=>> (v(R(D)) R, (D)
¢ v ¢,v

On a dans & des opérateurs, indexés par les éléments de &(A) , remis a
I'honneur par I’étude des variétés de drapeaux : les différences divisées 0,, dues
a Newton, les symétriseurs converes m, , les symétriseurs concaves 1, .

La définition de ces opérateurs est, dans le cas ou u est la transposition
simple o; échangeant a; et a;11 , en employant alors la notation 0;, m;, 1; :

¢ 1

(ai_ai—l—l)( 0)
1
1
| i = (01— 1)m = Oiaip1 = mi — 1

Il faut compléter 2.2 par les valeurs en p = identité qui sont respectivement
Oia=1,ma=1,1%a=0.

Chaque famille d’opérateurs {o;}, {0;}, {m}, {1} vérifie séparément les
relations de Moore/Coxeter (en écrivant {D;} pour 'une quelconque de ces
familles) :

(2.4) DiDi1D; = D1 D; D4

Les relations 2.3 et 2.4 impliquent que les 0,,m,,%, peuvent s’écrire
comme le produit d’opérateurs élémentaires 0;,m;,1; correspondant a une
décomposition réduite arbitraire de p (i.e. écriture de g comme un produit
de longueur minimale de transpositions simples) .

On peut remarquer que

0,0; = 0
(25) T;T0; = i
Yids = — ¥

Dans [La-Sch 5] (voir aussi [Gut]), on donne des opérateurs plus généraux
satisfaisant, en plus des relations de Coxeter, la relation de Hecke



Les opérateurs correspondant a la permutation maximale w de &(A4) , ont
une expression globale, outre leurs différentes expressions comme produits
d’opérateurs élémentaires [La-Sch 3] :

(27) o=y S u

A
HEG(A)
_ P
(2.8) o= A Z oo,
pEG(A)
1 w
(2.9) Vo=x D np
HES(A)
ou A est le Vandermonde : A = [[,_;(a; —a;) et p le monome atay~t-ad

(qui correspond a la demi-somme des racines positives), de sorte que p* =

0,1 n
a1a2"'an+1 .

En d’autres termes, pour toute fonction f € R(A), son image fd, par J,
est la somme des transformées de f/A par toutes les permutations p € &(A) ,
f1., s’obtient en multipliant fd,, par p“ tandis que fm, est la somme des
transformées de fp/A par les p € G(A) .

On simplifie beaucoup les calculs dans £ en faisant agir les éléments de £ sur
un élément approprié de R(A) plutot que d’utiliser les relations 2.3, 2.4, 2.5 .
Pour cela, on introduit un deuxieéme alphabet Y = {y1,...,yn+1} de méme
cardinal que A, les éléments de Y étant supposés invariants par les éléments de
€ et R(A) désignant dorénavant les fonctions rationnelles en A a coefficients
les fonctions rationnelles en Y. Soit de plus 6 la spécialisation ¥ — A | i.e.
Y1 — Qa1 5.y Ynt1 — Apy1 -

Dans le cas des différences divisées, on part du polynome

X= J] (@-v)

i+j<n+1

dont la faculté essentielle , qui montre que X est la ”polarisation” du Van-
dermonde, est la propriété d’annulation suivante (provenant directement de ce
qu'un des facteurs au moins du polynéme X*# s’annule, sauf lorsque p = w) :

LEMME (2.10) . — Les opérateurs Xuf sont tous nuls, sauf Xwf = Aw .

Le lemme permet de décomposer tout élément de £ dans la base canonique
{C} , ainsi que nous l'avons indiqué dans [La-Sch 5] :

COROLLAIRE (2.11) . — Soit D = > ( R¢(D) un élément de £ . Alors
Re(D) = Xw( ' DY /A =XLwC=1 DO € R(A) .
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Preuve : 'image par 6 de la somme Y, Xw( v R, (D) se réduit a un seul
terme d’apres 2.10 . []

En d’autres termes, le coefficient R¢ (D) s’obtient comme image du polynéme
X par la suite d’opérations : multiplication par 1/A , permutation par w(™! |
application de D et spécialisation 6 .

Les coefficients R (D) sont compatibles avec la composition par les éléments
de &£, ainsi que le montre le lemme suivant dont la preuve est la méme que celle
de 2.11 :

LEMME (2.12) . — Soient P € R(A) , n € &(A) . Alors , pour toute
permutation C, pour tout élément D de £ , on a :

Re(nPD) = Py~ '¢ Ry-1¢(D) .

3. Polynémes de Schubert

Les images de X par les différences divisées 0, sont par définition les
Polynémes de Schubert (doubles). Plus précisément [Las 1] :

Définition (3.1) . — Le polynéme de Schubert X, d’indice p € G(A) est
égal a X0, -

L’indexation est choisie de sorte que X, = X; cet élément doit s’interpréter,
en cohomologie, comme la classe de la diagonale pour le plongement diagonal de
la variété de drapeaux. L’élément X, est quant a lui égal a 1 (ww =identité).
La base des cycles de Schubert s’obtient par spécialisation des X, en y; =
<o+ =1yYpy1 = 0; comme les éléments de Y sont des scalaires pour les différences
divisées, les cycles de Schubert sont donc les images par les différences divisées
de la spécialisation de X, , i.e. du monéme p [La-Sch 3] .

Par exemple, pour A = {a,b,c,d} et Y = {x,y, 2z, 2} de cardinal 4 , on a, en
écrivant en indice ¢jhk plutot que a;ajanar :

X=Xugo1 = (a—z)(a—y)(a—2)(b—2)(b—y)(c—2)

X3421 = X/(a - Z); Xy231 = X/(b - 3/)§ X4312 = X/(C— 113)

Xoaz1 = (a—z)(b—x)(c—x)(a+b—y—2); Xsann = X/(a — 2)(b—y);
X3q12 = X/(a — 2)(c — 2); Xg130 = (a —x)(a —y)(a—2)b+c—x —y);
Xy213 = X/(b—y)(c— )

Xoza1 = (a—2)(b—2)(c—x); X1a320 = a®b+ a’c+ ab® + abc + b%c — (a® + ab+
)@ +y) — (ab+actbe)(z +y+2) + (a+b)(2* +oy +y%) + (a+b+c)(xy +
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rz+yz) — (2Py+ 2’z +ay® +ayz +vy22); Xoqiz = (a—z)(b—2)(a+b—y—2);
X312 = (a—2)(a—y)b+c—a—y); Xsoa = (a—2)(a—y)(b— x);
X123 = (@ —z)(a—y)(a—2) .

Xiggo = ab+ac+bec— (x+y)(a+b+c)+ 2%+ 2y +y*; Xigoz = a® +ab+
V¥ —(a+b)(z+y+z2)+ayt+arztyz; Xoz=(a—z)(a+b+tc—x—y—2);
Xog1a =(a—2x)(b—2); X314 = (a —2x)(a —vy) .

Xipgz=a+btc—or—y—z; Xisu=a+b—z—y; Xoyga=a—x.

X34 =1

Les polynémes de Schubert sont invariants par le plongement & ({al, e ,an})l
— 6 ({a1 e an+1}) (adjonction du point fixe a,11); ainsi, les polynoémes
pour &({a, b, c}) correspondent-ils, dans la table précédente, aux permutations
w telles que dy = d .

Le corollaire 2.11 donne la décomposition des différences divisées dans la
base canonique {(C} en fonction des polynémes Xv0,6 . Combinant avec 2.12,
on obtient cette décomposition en fonction des spécialisations des polynomes
de Schubert :

PROPOSITION (3.2). —  Pour tout couple de permutations u,(, les coef-
X
ficients R:(0,) sont égauz a ch_l 0,0 = Xy ¢ rwbwC JAS ) cest-a-dire
l'on a

0= ¢ (XupC lwhw(/A)
¢

Par exemple, le polynome de Schubert X403 = X432103000105 = a? + ab +
b2 — (a+b)(x+y+2)+ 2y + 2 +yz a comme seules spécialisations non nulles
tous les X403 v lwlwr = (a—c)(a—d) et X423 017 wlwroy = (b—c)(b—d) ,
ou v parcourt S(a) x S({b, c,d}) , i.e. ou v est telle que av = a . La proposition
3.2 entraine donc le développement 03020105 = (1 — 09 — 03 + 0203 + 0302 —

(a—c)(a—d) (b—c)(b—d)
0'20'30'2)( A — 01 A ) .

On prendra garde que les polynomes X w (™1 9, et X, (™! w sont différents,
quoique leurs images par 6 coincident a permutation pres d’apres 3.2.

Pour le groupe symétrique &(a, b, ¢) , la matrice de changement de base est :

N

_



IA=(a—0b)(a—c)(b—rc)
MhA=(1—-o01)(a—c)(b—c
hA=(1-03)(a—0b)(a—c

OA = (1—-01)(a—c)+ (01 —1)oz(a—10)
O0h A = (1—02)(a—c)+ (02 —1)o1(b—c)

-1
Ces coefficients sont notés ¢, ¢ par [Ko-Ku 1], [Kum] et qu‘l par [Ara 3].

On corrobore le fait que
(3.3) v>p=R,(0,) =0

(l'ordre sur les permutations est celui d’Ehresmann, dit aussi de Bruhat, dit
aussi strong order). Comme l'application réciproque est aussi vrai, on a la,
ainsi que le remarque le rapporteur, une caractérisation intéressante de 1’ordre
de Ehresmann/Bruhat (voir aussi [ Ko-Ku 1et 2 ], [Ros|, [Kum] .

Il suit de 3.3 que I'on peut reformuler 2.10 en :

LEMME 3.4 . — Les opérateurs X0,0 , ot les p € &(A) , sont nuls, sauf
X0,0 = w.

En particulier, considérant I'image de 1 par les opérateurs X0,,6, on obtient :

LEMME 3.5 . —  Pour toute permutation p , le polynome X, 0 est nul,
sauf Xyt = Xow =1

La relation 2.5 implique que 9,0, = 0, ou 0 suivant que £(uv) = ¢(pu)+£(v)
ou non. Du lemme 3.4 s’ensuit donc le développement de tout élément de £
dans la base {0, } :

LEMME 3.6 . — Soit D =3 Q¢(D)Ic , avec Q¢(D) € R(A), un élément
de €. Alors Q¢(D) =X D 0¢-1,, 0w

Prewve . La somme XY Q,(D)0,0;-1,0w = > Q,(D)X0,0:-1,0w se
réduit au seul terme Q¢(D)ww = Q¢(D) puisque tous les opérateurs X0,,0
sont nuls, sauf X960 . []

Nous avons déja en [La-Sch 5] attiré l'attention sur le fait que la matrice
des coefficients Q¢(u) est auto-inverse, a symétrie et a multiplication par A
pres, ce que l'on retrouve ici en comparant 3.2 et 3.6 (Kumar a aussi remarqué
cette propriété) :

1

(3'7) K QC(N) = R,uflw(aCflo.Jw



Ainsi, du développement des 9, donné plus haut déduit-on :

(3.8) o901 = (a—¢)(b—¢)0201 —(a—¢)01 — (b—c)02 + 1
010201 = W
= A0, — (a—b)(a—¢)0102 — (a — ¢)(b— ¢)D201
+(a—c)(01+0) — 1

\

Les 0, sont les opérateurs naturels en cohomologie de la variété de drapeaux
( pour [B-G-G], la différence divisée 0,, est A,, pour [Dem 3], c’est D,, et
enfin, chez [Ko-Ku 1] on trouve z, ) .

On peut en fait relever les différences divisées en des opérateurs agissant sur
la cohomologie T-équivariante de la variété de drapeaux [Ara 1,2], [Dem,
1979,non publié |, [Kac], la théorie pouvant méme étre faite dans le cas
plus général d’une algebre de Kac-Moody ( [Ara 3] , [Ko-Ku 2] ). Aux
différences divisées, on préfere alors les opérateurs Ad,, . Le lemme 2.12 donne
le développement de ces derniers dans la base {(} a partir de celui des 0,
obtenu en 3.2 :

(3.9) R¢(AD,) = Re(0,) AC = Xop ¢~ twhuC

Ces coefficients sont donc les spécialisations des polynomes de Schubert par
le morphisme y; — a;w(. Utilisant la méthode de localisation de Berline-
Vergne [Be-Ve] en cohomologie K-équivariante, Arabia [Ara 1, 2] donne
une interprétation globale des R:(A0d,) comme des invariants équivariants
attachés aux points fixes des variétés de Schubert. Le coefficient R:(Ad,)
est similairement et indépendamment interprété par Rossmann [Ros] comme
multiplicité équivariante de la variété de Schubert d’indice pu au point (.

Indépendamment de toute géométrie, 'induction p — po; permet d’obtenir
les coefficients R¢(Ad,) a I'aide des sous-mots d’'une décomposition réduite
arbitraire de p [Ko-Ku 2], [Kum, lemma 4.4 |, [Ara 3, prop.3.3].

Le morphisme qui envoie la variété de Schubert d’indice p sur 'opérateur
AQ, est une injection de la cohomologie équivariante de la variété de drapeaux
dans l'algebre £ ( [Ara 1,2] , [Ko-Ku 2]); dans le cas que nous considérons
(le groupe linéaire), cette injection résulte des formules explicites que nous
donnons ci-dessus.

Le développement 3.9 peut aussi s’obtenir a partir de la Formule de Leibniz
dans 'algebre & :



(3.10) Vf,...,g,he R(A) , f---ghd =f---g(h?)
—i—f"'(gai)h% 4+ -+ (fai)---ghai + &-f-“ghai

ou f,...,g,h dénotent des éléments de R(A), et du fait que les fonctions
symétriques en a; et a;41 sont des scalaires pour 0; .

Par exemple, pour &({a,b,c}) , on obtient successivement

(a—0)0y =a0d; — b0y + 1 (b—a) =1+ 04
(a—=b)la—c)(b—c)01 =1+ 01)(a—c)(b—c)
(a—0b)(a—c)(b— )10 = (14 01)(a—c)(1+ 02)
+ (14 o01)(ady — cd2)(c—b) + (1 + 01)02
={1+o01)(a—c)+ (1+01)oz(a—b)

Ce dernier calcul donne en fait ’expression de Ad, en fonction des sous-mots
d’une décomposition réduite de u , et coincide avec ’algorithme de Arabia et
Kostant-Kumar mentionné plus haut.

Les résultats de ce paragraphe peuvent aussi s’écrire a l'aide du produit
scalaire : VP,Q € R(A), (P,Q) := PQJ, pour lequel la base des polynomes
de Schubert est auto-adjointe [La-Sch 1] , [Ko-Ku 1] .

4. Polynémes de Grothendieck

L’anneau de Grothendieck de la variété de drapeaux fait intervenir de
maniére naturelle les opérateurs 7, et ¢, ( [Dem 3] note A) pour 7, ; [Dem
1] emploie 'opérateur conjugué de 1, par w , qu’il note L,, ). Le corollaire 2.11
donne le développement de ces opérateurs dans la base canonique {(} :

(4.1) Re(m,) = Xmp, ¢ wbw( /A
I se trouve que ce sont d’autres polynomes que les X7, qui interviennent en
K-théorie [La-Sch 2], [Las 2] :

Définition (4.2) . — Le polynome de Grothendieck d’indice p est G, =
HiJernJrl(l - yi/aj) Twp = %ﬂ-wu .

Les polynéomes de Grothendieck sont des polynomes en les {1/a;} et {y;};

en fait, G, = [, <, 1 (1 —yi/aj) = X/p et 'on peut éviter de recourir aux
inverses en remarquant que les p G, sont des polynémes en les {a;} et {y,} .
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Les polynomes de Grothendieck, tout comme les polynomes de Schubert,
sont des généralisations des fonctions de Schur . Inversement, les multifonctions
de Schur permettent de donner des expressions condensées de ces polynomes.

Définition (4.3) . — Soient A et Y deux alphabets finis. Les fonctions
symétriques complétes S;(A —Y') sont les coefficients de la série génératrice

1-— = .
psie ML

— o0

ou & est une indéterminée supplémentaire.

Définition (4.4) . —  Soient r un entier, H = (hy,...,h,) un r-uplet
d’entiers rationels , A',... A", Y1 ..., Y" des alphabets finis. Alors, la
(multi- )fonction de Schur Sp(At — Y1 ... A" — Y") est la valeur du
déterminant

S, 4j—i(AT =Y ) |1<ij<r

Dans le cas de S({ai,...,a4}) , notons en outre (ijh I mnp) la fonction
(a1azas)3S333(A; — Yo, A;—Y,, A, —Y,) ,ol, pour tout k, Ay est 'alphabet
des k-premieres lettres de A : Ay = {a1,...,axr} , mutatis mutandis pour Y.
Alors

G4321 - (3211123)
G3421 = (3211122), G4231 = (3211113), G4312 = (3211023) .

G2431 = (3221113), G3241 = (3211112), G3412 = (3211022), G4132 =
(3311023) ; Gu213 = (3211013) .

Grazz = (3321023); Gazar = (3211111); Gosiz = (3221013); Gauue =
(3311022), G4123 = (3211003), G3214 = (3211012) .

Giza2 = (3321022); Gra2s = (3221003); G143 = Gai34 - Gi2a3; Gazia =
(3211011); G104 = (3213002) .

G1243 = (3331‘003), G1324 = (3221002); G2134 = (3211001) .

Ghass = (3211000) =1 .

On remarquera que, mis a part Gays3 , les polynomes de Grothendieck
s’expriment a laide d’une seule fonction de Schur. Pour un groupe &(A)
quelconque, les permutations p telles que G, ou X, soient égaux a une fonction
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de Schur sont dites vezillaires (cf. [La-Sch 2] pour la définition et [La-Sch 1]
pour les différentes caractérisations de ces permutations) .

Le lemme 2.11 permet de décomposer les %Tfu dans la base {(} :

(4.5) Rg(%m G Clw B wC JAS

d’ou, a ’'aide du lemme 2.12 :
(4.6) Re(my) = Gup w0 w( p¢JAS

En d’autres termes, le développement de m,, dans la base canonique {(} est
fourni par les spécialisations des polynomes de Grothendieck ( par le morphisme

CrwbwC i yr = arl, . Yng = angaC )

Ainsi le polyndéme de Grothendieck Gsoimima = Gz = (1 — z/a) a
comme spécialisations non nulles Gojswlw = 1 — ¢/a = Go1301wlwo et
Ga13 09wbwos = 1 — b/a = Gay13 0201whwor02, ce qui entraine d’apres 4.6

le développement

B ab B b2
2= T a—co Yla—b)b—c)
2
— 09 ac + 0109 ¢

(@=c)(b—c) (@a=c)(b—c)

Les R¢(m,) sont notés b, ¢ par [Kum)] et par [Ko-Ku 2] .

La définition des opérateurs m, et v, peut sétendre a la K-théorie
équivariante des variétés de drapeaux, et méme des algebres de Kac-Moody
( [Ko-Ku 2]; [Kum] ). Brion nous a fait remarquer que le principe de local-
isation s’étend a la K-théorie; en d’autres termes, le morphisme qui associe a
la variété de Schubert d’indice p ’élément %WM est l'injection naturelle de la

K-théorie T-équivariante de la variété de drapeaux dans & [Kum , th 2.2].

Tenant compte du facteur %, on obtient & partir de (4.1) le développement

de ces opérateurs dans la base {(} :

(4.7) RC(%@) = G ¢ lwbuw(

Les images des variétés de Schubert dans € ont donc pour composantes (dans la
base {(} ) les spécialisations des polynémes de Grothendieck par le morphisme
Y1 —> a1wl, ..., Ynt1 — Gpi1wC .

On peut noter que la spécialisation y; — 1,...,y,+1 — 1 du polynéme de
Grothendieck G, est la classe du faisceau structural de la variété de Schubert

N
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d’indice p ([Dem 1], [Las 2], [La-Sch 2]), les indéterminées a,...,an11
devant s’interpréter comme les classes respectives des fibrés inversibles, dits
tautologiques, de la variété de drapeaux.

On peut retrouver les cycles de Schubert a partir des classes des faisceaux
structuraux, a I'aide du changement de variables 1 — 1/a; = (;. Soient 85 les
différences divisées associées a l’alphabet B = {f1,...,Bns1}. Il est facile de
vérifier que

(4.8) i = (1 Bip1) 0)
Ainsi donc I'image de (1 —1/a1)" (1 — 1/an41)? = BY--- B, par 7, a
pour terme de plus bas degré en B le polynome 37 --- 39 11 85, c’est-a-dire le

cycle de Schubert d’indice wu. Ce résultat s’obtient classiquement en prenant
le terme de degré minimum du polyndéme de Grothendieck en les variables
e* =1+a+---. Cependant la formule 4.8 permet d’obtenir ’expression exacte
des polynomes de Grothendieck en fonction des polynomes de Schubert, et pas
seulement leur terme dominant.

On sait par ailleurs [Las 2] que ¢, = Zy<u(—1)£(”)7r,, , ou 'inégalité est
relative a 'ordre d’Ehresmann. Réciproquement, m, = > <u 1, ; on pourrait
aisément retrouver ces deux égalités a ’aide des formules de décomposition
dans les bases {m,} ou {¢,,} données ci-dessous. Comme corollaire, on a que
la fonction de Mébius du groupe symétrique (pour 1’ordre d’Ehresmann) prend
ses valeurs dans {+1, —1} suivant la longueur [Ver] .

Le développement de 1, provient donc de celui des 7, :

(4.9) Re(vhu) = Y (-1 Gy ¢Tlw 0 wC p* /A

v<p

On a en fait une identité plus compacte, a ’aide de l'involution suivante
permettant d’échanger les opérateurs 7 et 1 (il suffit de prouver (4.10) pour
une transposition simple [Las 2]) :

1
(4.10) w2 o = (1))
Rassemblant 4.6 et 4.10, on obtient ainsi :

(4.11) Re(1h,) = (=1 DG, wC™ 6 Cw% w

Inversement, le développement des éléments de £ en fonction des 7, ou 1,
est donné par les deux lemmes, corollaires de 2.10.
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LEMME 4.12 . —  Soit D =} P,(D)m, , avec P, € R(A) , un élément
de & . Alors p #w = P,(D) =G, D ¥,-1, 0 wet Py(D) =G, D fuw.

Ainsi, pour D = 9119 = (71 —1)(ma —1) , on trouve G391 D = Ga13 — Gag1 —
G312 + G321 , Aot G321 Dy = G123 — Gi32 et Gao1 Dme = 0 = G321 Dmymy
ce qui donne bien Y119 = Ty — M — Mo + 1.

Les P,(¢) sont notés e*¢ par [Ko-Ku 2] .

Similairement, le développement dans la base des {1, } U {1} est :

LEMME 4.13 . — Soit D=3, .y Pu(D)¢ + Pl , avec B, € R(A),
un élément de £ . Alors PH(D) =Gy, D7y, 0w et P,y (D) =G, D, 0w

Par exemple, soit D = 020;. Alors Gso1 D = (1 — z/b)(1 — x/a)(1 —
y/a@)dsdy = (1 — 2/6)s(1 — w/a)(1 — y/a)dh = (w/be)(1 — w/a)(1 — y/a)dy =
(m/abc)(l —acy/ab). On a donc G321D = G321D7T2 et G321D7T1 = G321D7T27T1 =
G321 Dy = G391 Dmymem = x/abe , d’ont en prenant 'image de ces fonctions
par fw, le développement :

0201 = (éxwziﬂl + 1 +1pa + 1)

Les résultats de cette section peuvent aussi s’obtenir a l'aide du produit
scalaire sur R(A) : VP,Q € R(A), < P,Q >:= PQm,; en effet, la base
des polynomes de Grothendieck et sa base adjointe sont échangées par une
involution élémentaire [Las 2], ce qui permet de décomposer explicitement les
éléments de R(A) dans chacune de ces deux bases.

Outre de nombreuses remarques destinées a améliorer I'exposition, le rap-
porteur a bien voulu apporter les précisions géométriques suivantes :

Il existe une nuance conceptuelle tres importante concernant la définition
des opérateurs agissant sur les différents groupes de cohomologie H*(X) de
la variété de drapeaux X . Dans [B-G-G], les A; sont définis a priori sur
l'algebre S(h*) et 'existence des généralisations A, n’est acquise que par le
viais de toute la combinatoire liée a ’ordre de Bruhat sur le groupe de Weyl. 11
s’agit donc bien, au départ, d’objets algébriques. Postérieurement, [B-G-G] fait
intervenir le résultat de Borel qui démontre que le morphisme caractéristique
(de Chern-Weil) a : S(h*) — H*(X) est surjectif et de noyau 'idéal Z engendré
par les polynomes symétriques non constants, et apres avoir signalé que les A,
laissent stables Z, ils les font opérer “naturellement” sur la cohomologie de X.
Je rappelle en passsant, que ces opérateurs cohomologiques sont notés, en fait,
A,,. Le principal résultat de [B-G-G] est 'égalité, bien connue depuis lors,

Xy, a(P)) = A, (P)(0)
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pour tout P € S(h*). Il est entendu que la démonstration utilise des techniques
cohomologiques et géométriques, mais celles-ci n’apparaissent pas dans la
conception des A,. On peut donc affirmer que si leur action cohomologique
est naturelle, elle n’est pas moins “a posteriori’.

Il y a eu par la suite de nombreux essais de généralisation de ce travail dans
diverses directions et, plus précisément pour les variétés de drapeaux associées
aux groupes de Kacé-Moody, celui de Kostant-Kumar [Ko-Kul] est assez
satisfaisant. Mais la aussi ces opérateurs, notés x,, maintenant, sont introduits
dans un contexte purement algébrique et agissent toujours a posterior: sur la
cohomologie de X. Il en est de méme dans les articles de Demazure cités.

Dans tous ces travaux, on peut, donc, justement considérer que les A, sont
des objets essentiellement algébro-combinatoires. La vraie définition a priori
cohomologique apparait chez M.Demazure (non publié, mais voir Marlin dans
le cas géométrique, non-équivariant et en dimension finie, et Arabia dans le
cas topologique, équivariant et de Kac-Mody) et V.Kaé (en collaboration avec
D.Peterson et dans le cas topologique, non-équivariant et de Kac-Moody ; mal-
heureusement, ’article donné en référence “Cohomology of infinite-dimensional
groups and their flag varieties” n’a jamais été publié & ma connaissance), mais
avec une nuance non négligeable qui favorise le premier : si tous les deux
définisssent A; par la composée 7} 7m;. pour la projection canonique m; de G/B
sur G/P;, seul le premier a réussi a définir A,, en cohomologie et pour tout ,
sans avoir recours a la combinatoire des groupes de Coxeter ! En effet, soit 7,
I’adhérence de la G-orbite du point (e, 1) dans la variété X x X sur X et notons
p; les restrictions a T}, des projections canoniques de X x X sur X, on a alors
A, = p1.p5 (confer [Ara3]. Il apparait ainsi que parmi les différentes manieres
d’introduire les opérateurs en question, il en existe une, issue des travaux de
Demazure, qui est vraiment intrinseque au contexte cohomologique.

Par ailleurs, I’explicitation des coefficients R:(Ad,,) par A.Arabia est donnée
a partir d’'une “désingularisation” des variétés de Schubert ce qui fait que ses
calculs ne sont vraiment intrinseques que dans le cas lisse (p.e. si p est le produit
de réflexions simples deux-a-deux distinctes ou pour 1’élément du groupe de
Weyl de plus grande longueur en dimension finie), mais alors 'interprétation
de ces fonctions rationnelles en cohomologie équivariante résulte de 1’étude faite
dans Atiyah-Bott (The Moment Map and Equivariant Cohomology, Topology
23 (1984) 1-28 ), et méme surement avant, ou ces coefficients ont été identifiés
comme étant les analogues équivariants des classes d’Euler des sous-variétés
de points fixes, résultat redécouvert par Berline-Vergne (Fourier transforms
of orbits of the coadjoint representation, Proceedings of the conference on
“Representation of reductive groups”, Park City, Utah, 1982) dans le contexte
de la géométrie différentielle et lorsque les points fixes sont isolés. Un regard
attentif montre que la seule justification que I'on puisse fournir du fait que ces
invariants sont de nature cohomologique, dans les cas singuliers et a partir des
travaux de Arabia, provient exclusivement de I'isomorphisme d’Atiyah-Segal,
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mais ceci était connu bien avant lui.

En fait, ce qu’il faudrait dire, c’est que les travaux de Berline-Vergne
[Be-Ve], Arabia [Ara2,3] et Kostant-Kumar [Ko-Ku2], dans cet ordre
chronologique-la, ont tres fortement suggéré que les coefficients R:(AQJ,) de-
vaient, dans tous les cas, aussi bien régulier que singulier, s’interpréter comme
des invariants géométriques, voire topologique, et qu’une définition intrinseque
devait exister. C’est cette idée qui est a la base de la théorie développée par
Rossmann qui donne une définition des multiplicités équivariantes dans le con-
texte de la géométrie algébrique.
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