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Pour d~crire le polyn~me de degr~ minimum passant par un nombre fini de 

points, Newton introduisit les "differences divis~es" d'une fonction d'une 

variable. Les dites differences s'appliquent tout aussi bien aux fonctions de 

plusieurs variables et fournissent une formule d'interpolation (Proposition 4.]) 

dont les coefficients, au lieu d'$tre (x-a)(x-b)...(x-d) comme dans le cas 

original, sont les polyn~mes de Schubert ; ces derniers,n~s de la g~om~trie, 

sont intimement li~s g une action du groupe sym~trique sur l'anneau des 

polynSmes due g Jacobi, action g~n~ralisant la construction des fonctions de 

Schur (ou celle des caract~res irr~ductibles du groupe lin~aire ou sym~trique). 

I. INTERPOLATION CLASSIQUE. 

Nous d~crivons dans [4] plusieurs actions du groupe sym~trique sur 

l'anneau des polynSmes. Nous ne nous servons ici que de la "sym~trisation de 

Jacobi", que nous d~finissons tout d'abord pour un groupe sym~trique sur deux 

~l@ments. 

• Cas de deux variables. Soient a et b deux variables (au sens d'ind~ter- 

min~es pour Bourbaki [I]), W(a,b) le groupe sym@trique permutant a et b, de 

g~n~rateur o = Oab ; W(a,b) agit sur ~[a,b] par f(a,b) -+ f~,a) = fo La 

sym~trisation de Jacobi, notre g droite (indiff~remment 3(ab) ou ~o) est : 

1.1 f ÷ (f - f~)/(a-b) = f3(ab) 

On trouve dans loc. cit. [4] quelques propri~t~s de l'op~rateur ~(ab) : 

1.2 f ~(ab) est un polynSme sym~trique en a,b 

1.3 f 3(ab) = 0 ~ f = fo 

1.4 fg ~(ab) = g 3(ab)'f si f = fo 

• Cas d'un hombre quelconque de variables. Soit A = {a,b,c,...,d;e} un 

alphabet (i.e. un ensemble totalement ordonn~ de variables), W(A) le groupe 

sym~trique correspondant ; les transpositions Oab , Obc ,..., Ode sont dites 

g~n~rateurs de Coxeter de W(a). 
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1.5 Lemme (cf. [4]). Soit w E W(a), o o' o" ... une d~composltion r~duite 

de w ( i . e .  w = o ~ '  o "  . . . ,  p r o d u i t  de l o n g u e u r ,  m i n i m a l e  n o t f i e  l ( w ) .  A l o r s  

le produit 3 ° Do, Do,, ... ne d~pend pas de la d~composition r~duite choi§ie. 

On le note D . 
w 

On notera aussi D(A ) pour le produit ~(ab) ~(bc) "'" D(de) 

A = {a,b,...,d,e} ~tant un alphabet, Ax d~signe l'alphabet {a,b,...,d,e,x} 

obtenu en adjoignant a A une variable suppl~mentaire x. 

1.6 Formule de Newton. Soit f un polynSme d'une variable. Alors 

f(x) = f(a) + f D(ab).(a-x) + f D(abc ).(x-a)(x-b) + ... 

+ f D(A).(x-a)(x-b)...(x-d) + f D(Ax).(x-a)(x-b)...(x-d)(x-e). 

La formule ~tant lin~aire, il suffit de la d~montrer pour une base de 

2 
polyn$mes, par exemple {l,a,a ,...}, ce qui ne pr~sente pas de difficult~ 

(cf. [8]), mais n'est gu~re ~clairant. 

].7 

Cette formule est ~quivalente ~ l'identit~ 

2 n-I 
l a a ... a f(a) 

2 n-1 
I e e ... e f(e) 

/ A(A) = f D(A ) 

o~ n = card(A) - i et o~ A(A) = (a-b)(a-c)(b-c)... est le Vandermonde. 

Sur cette derni~re expression, il est clair que f D(A ) est une 

fonction sym~trique en a,b, ... de degr~ ~gal g (degr~ (f) - n). 

L'usage nomm~ reste le terme f D(Ax).(x-a)...(x-e), et formule 

d'interpolation la formule de Newton priv~e de son reste. 
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Plusieurs math~maticiens ont attach~ leur nom au choix d'un alphabet 

special. 

Mercator, puis Gregory pr~c~d~rent Newton sur les voies de l'interpolation ; 

prenant l'alphabet A = {0, e ,2~,3s,...} , et notant par A l'op~rateur 

f(x) ÷ [f(x+~) - f(x)] / ~ , ces auteurs obtiennent : 

1.8 f(x)=f(0) + x A(f) + x(x-~)/2! A2(f) + x(x-e)(x-2E)/3! A3(f) + ... 

Taylor fait tendre s vers 0. Gauss interpole au voisinage de 0 avec 

A ={0,c,-c,2~,-2~,...}. Nous renvoyons g [7] pour de plus amples d~tails. 

Une autre possibilit~ est de poser, avec les 

2 
A = {z,qz,q z,...,qnz} , auquel eas 

q-analogistes (cf.[2]) , 

z (n -P q- 2 ) ,_^n (1-qn)(1-q n-l) 
If(z) - ~ f(qz) + f(q2z) - 

1.9 f ~(A) (l_q)...(|_qn) 1-q (|_q)(l_q2) 

(l-q n) (1-q n-l) (l_q n-2) 

(1-q)(1-q2)(1-q 3) 
f(q3z) + ...] 

Dans tou~ ce qui precede, l'alphabet A est totalement ordonn~. C'est 

Lagrange que l'on doit une interpolation plus sym~trique : 

I.I0 f(a)/(a-b)(a-c)...(a-e) + f(b)/(b-a) (b-c)...(b-e) + ... 

+ f(e) / (e-a)(e-b)...(e-d) = f ~(A) , avec A = {a,b,c,...,d,e} . 

On reconnait dans cette formule le d~veloppement, suivant sa derni~re. 

colonne, du d~terminant (1.7), puisque 

I ... b n-1 

n-I -1 
I ... c / A(A) = [ (a-b)(a-c)...(a-e)l 

n-1 
I ... e 
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2. COMMENTAIRES 

2.1 Si l'on d~veloppe f(a),f(b),f(c) ... d'apr~s la formule de Newton, 

on peut trlangulariser le d~terminant (1.7). En effet, plus g~n~ralement, soit 

h, g, ..o, f n+l fonctions d'une variable. Alors 

h(a) g(a) ... f(a) 

h(b) g(b) ... f(b) 

= A(A) 
. . .  . 

h(e) g(e) ... f(e) 

comme on le voit en prenmnt pour des puissances d'une variable 

(on a alors une des d~finitions des fonctions de Schur). 

h(a) g(a) ... f(a) 

h ~(ab) g~(ab) "'" f ~(ab) 

h ~(A) g ~(A) "'" f ~(A) 

h,g,...,f 

n-I 
Dans le cas oN h(a),g(a),...,f(a) sont respectivement |,a,...,a ,f(a), 

la mat~ice de droite est triangulaire, de diagonale 

! 1 = a ~(ab)' 1 an-| f D . 
. . . . .  = ~(a...d) ' (A) 

2.2 f ~(A) est le r~sidu en z=0 de f(z)/(z-a)...(z-e). Plus g~n~ralement, 

Jacobi montre que si ~(z|,...,Zn+l) est un polynSme en n+I variables, 

alors 

[ ~(a,b,...,e)/A(a,b,...~e)] w , 

somme sur tout~s les permutations w E W(A), est le coefficient de 

dans H i < j(zi-z j) ~(Zl,...,Zn+ 1) ~i(zi-a) -1 . . . (z i -e)  -1. 

z (Zl ' '"  n+l 

2.3 On v~rifie directement que 

2.3.1. (z-a)-1 ~(ab) = (z-a)-] (z-b)-1 

et donc, d'apr~s la propri~t~ de lin~arit~ (1.4) 

2.3.2 (z-a)-I 3(A) = (z-a)-I "'" (z-d)-| (z-e)-1 

Cette identit~ permet d'engendrer des fractions rationnelles ~ partir de 

la plus simple d'entre elles, (z-a) -|. 
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Par exemple, 

2.3.3 I = (l+a) -I + a(l+a) -I (l+b) -| + ab(l+a) -I (l+b) -I (l+c) -I + ... 

C'est en effet le d~veloppement de Newton de 

A = {-I, -a, -b, ...}. 

l+x 
f(0), avec f(x) = et 

]-x 

2.4 La formule de Newton ne s'applique pas uniquement aux anneaux de polynSmem 

Par exemple, si E est un module, et a,b,c ... des modules de rang I, alors : 

2.4.1 An(E) = An(E-a)~)a~A n-I (E-(a(~b)) (~ sob OAn-2(E-(a~b~c~... 

Toutefois, si l'on ne suppose pas que a, a ® b, a ~ b ~ c ... soient 

des facteurs directs dans E, il est n~cessaire de se placer dans l'anneau de 

Grothendieck des classes de modules pour donner un sens ~ l'expression E - F 

pour tout couple de modules. Nous conservons la notation A n pour l'op~rateur 

induit par A n dans l'annean de Grothendieck (il est usuellement ~crit %n), 

On peut dans cet anneau d~montrer une fermule plus g~n~rale qne 2.4.1oet 

2.3.3 : Soit E la classe d'un module, al,a2,...an,.., les classes de modules 

de rang I, A n = a| + .., + a n . Notons A l la somme formelle E z n A n , et 

soit p un entier positif. Alors : 

2.4.2 AX(E) A z = (E-Ap) + z Ap AZ(E-Ap+I) + z 2 A2(Ap+I ) AZ(E-Ap+2 ) 

+ z 3 A3(Ap+2) AZ(E-Ap+3 ) + ... 

Cette expression peut s'interpr~ter comme le d~veloppement de AZ(E-x), au 

"point" x = O, connaissant les valeurs de cette fonction at~points Ap,Ap+l, .... 

Montrons comment la d~river de la formule de Newton. On applique cette derni~re 

la fonction f(x) = (I - x) -|, pour l'alphabet d'interpolation 

A = {-bl, -b 2 , ...} : 

2 . 4 . 3  ( l - x )  -1 = ( l + b l ) - I  + ( X + b l ) ( l + b l ) - l ( l + b 2 ) - 1  + 

( X + b l ) ( X + b 2 ) ( l + b l ) - l ( l + b 2 ) - l ( l + b 3 ) - I  + . . .  
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Or, multipliant 2.4.2. par x p et sommant par rapport ~ p, on obtient : 

2.4.4 hE(E) / l-x ~ x p z n = hn(Ap+n_l) AE(E-Ap+n). 

Comme hE(E-An ) = hE(E) / (l+zal)...(l+za n) et que 

~+za l)...(x+za n) = E i X n-l z i h i (,~) , (2.2.4) est bien ~quivalente ~ (2.4.3), 

au facteur hE(E) prgs, et au changement b i = za i prgs. 

2.5 Un autre dom~ine d'application est la th~orie des nombres, en choisissant 

pour alphabet un ensemble "arithm~tique" (ce dernier terme pros dans un sens 

tr~s flou). 

Par exemple, Ramanujan ~nonce : 

2.5.1 E k > 0 xk/k! (z+k) = exp(x) E k > 0 (-x)k/z(z+l)'"(z+k)" 

Comme d'apr~s 2.3.1, 

(-l)k [ (z+0)(z+l)'''(z+k)]-I = (z+O)-I ~(A)' pour 

la formule de Ramanujan est un cas particulier de 

k 2. 
2.5.2 Ek > 0 x f(k)/k! = exp(x) [ f(0)+f 3(0l).x+f ~(012).x + ...] 

o~ 

A = {0, I .... ,k} 

f 

f est une fonction de ~ dans un groupe ab~lien quelconque. 

On peut v~rifier directement 2.5.2 g partir de l'expression (1.7) de 

(A)" 

Notons que comme pr~c6demment, on peut prendre f ~ valeurs dans l'anneau 

de Grothendieck des classes de modules (coh~rents) ; par exemple, si A est un 

~l~ment quelconque de cet anneau, on peut poser f(k) = Ak(A+k) (rappelons que 

k est la classe du module trivial de rang k), d'oO la forme ~quivalente sui- 

vante de 2.5.2 : 

2.5.3 E x k Ak(A+k)/k! = exp(x) . E x k Ak(A)/k! 
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qui d~coule de l'identit~ : 

2.5.4 Ak(A+k) = E (~) An(A). 

3. POLYNOMES DE SCHUBERT 

Revenons aux op~rateurs Sw' o2 w E W(A). L'alg~bre de ces op~rateurs 

est l'alg~bre des d~compositions r~duites, i.e. on a 

3.1 3 ~ = ~ ou 0 selon que I(~) = l(v) + l(w) ou non. 
vw 

PlutSt que d'~tudier abstraitement cette alg~bre, on consid~re les images 

par les ~ de certains polynSmes. 
w 

Soient A = {al,...,an+ I} , Z = {Zl, .... Zn+ I} deux alphabets, W = W(A) 

le groupe sym~trique sur A, dont l'~l~ment de plus grande longueur est not~ ~. 

DEfinition. Le polynSme de Schubert d'indice 

n n - 1  
3.2 Xw(A) = al a2 "'" an+l ~w 

w, oR w E W, est 

Le polynSme de Schubert double est 

3.3 Xw(A,Z) = Hi+j < n+l (ai+zj) ~w 
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INI permutation : polyn~me 

I G U R E 3210 : a3b2c I 

~(ab) ~ ~( 

2310 : a2b2c 3120 : a3bc 
\ 

"\ J 

PO L Y N ~ M E S  

DE 

S C H U B E R T  

" ~(d) c 

3201 : a3b 2 

"- 

1230:abe 

0231:ab+ae+bc 
% 

% 

1320 :a2bc+ab2c 2130 : a2bc 2301 : a2b 2 3021 :a3b+a3c 3102 : a3b 

* / ". ~ ~, ~ . ~, 

. ~ ~,~.. /~. -, ",, 

0321:a2b+a2e+ab 2 1302 :a2b+ab 2 2031:a2b+a2c 2183:a2b 3012:a 3 
+abc+b2e 

: / - - , 2  * / ~ / % ' - .  / "-,% 
OBi2"a2+ab+b 2 lO32:a2+ab+ae 1203 : ab 2013 : a 2 

- y .  
"k / "~ 

~• 4t ~ 
,~ J4t 

~ % ~: 
0132 : a+b+c 0213 : a+b 1023 : a 

les permutations sont •~ 

not~es eom~e des mots ~• 

en O, I, 2, 3 

.y 
% 

0123 : 1 
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On a donc que Xw(A) est la sp@cialisation de ~w(A,Z) 

Z = {0,...,0}. Par ailleurs, 

3.4 ]E (A,Z)= 
L0 

3.5 ~K 3 = X  
W V WV 

Xw(A,Z) 

~i+j < n+1 (ai+zj) 

ou 0 selon que l(wv) = l(w) - l(v) 

est un polynSme homog~ne de degr~ l(w). 

Les figures I et 2 donnent ces polynSmes pour n+l = 4. 

pour 

ou non ; 

Les polynSmes de Schubert X (A) sont des polynSmes ~ coefficients 
W 

positifs ; il sont une base du Z-module engendr~ par les monSmes 

i I i 2 in+ | 
a| a 2 ... an+ I , 0 < il ~< n , 0 < i 2 n-l,...,0 < in+ I < 0 (cf. 4). 

En outre, les fonctions de Schur sont un cas particulier de polynSmes 

de Schubert ; on peut ~tendre g ces derniers les principales propri~t~s des 

fonctions de Schur. 

Par exemple, d'apr~s une c~l~bre identit~ de Cauchy dont on a fait un 

axiome des %-anneaux, 11 (zi+a j) , I < i,j ~ n+l, est une somme de produits 

de fonctions de Schur d'indices compl@mentaires. 

Cette propri~t~ revient ~ munir l'espace des polynSmes sym~triques d'un 

produit sealaire pour lequel la base des fonctions de Schur est orthonorm~e. 

L'extension aux polynSmes de Schubert de l'identit~ de Cauchy s'~nonce 

(cf. [5:]) : 

3.6 X (A,Z) = Z v Xv (A) . Xv(Z ). 
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Appliquant l'op~rateur a , on en tire 
~W 

3.7 ]Ew(A,Z) = EXvw(A). Xv(Z ) , somme sur v ~ w, l(vw) = l(w) - l(v). 

On peut remarquer que Xw(A,Z) "interpole" entre X et X : 
w -I 

3 . 8  ~ w ( A ' Z )  = Xw(A) + . . .  + X _l(Z) 
W 

l e s  t e r m e s  n o n  ~ c r i t s  ~ t a n t  c e u x  de  d e g r ~  non  n u l  ~ l a  f o i s  en  A e t  en  Z .  

~ r'POLYNOHE S DE SCH U S E RT DOU BL E S I 

,, ~ _ _ ( b + p  ) ( b e z )  

(bt-O (b,. z) (b~c+ l+~)  (b , t )  

** -+ 

" - / > . -  

ll- I ~ .I,. .w- 

.i- i~+l~(~le~@,l:.J - + (~ i+bJ( . l+ l i< l )  
+ll.- t l  i -  l i t  1 1  ~ %  "$< t ~" ¢ | I  ~I' SL" ~ ~ ~ i J  

(a* ! , ,e  + I,.-a.,~) ( ~ , b  + I ,  z )  <,.÷ I 

Deux alphabets : "",. ~ On a gerit l'expression de 
a+b,c et 1,2~3 ~ .  ~ la place de w 
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3.9 Exemple. A = {a,b,c} , Z = {1,2,3} 

X3142(A,Z) = (a+1)(a+2)(b+c+|+2) = 

X | 234 (Z) X2 | 42 (A) aab + aac 

X23t4(Z ) Xt243(A) X1423~(Z ) X2134(A ) 12(a+b+e) (11÷12+22)a 

\ / 
X2413(z) X1243(A ) 112 + 122 

4. INTERPOLATION A PLUSIEURS VARIABLES 

Pour consid~rer les s~ries formelles en une infinit~ de variables 

{al,a2,...} = A , il est n~cessaire de se donner une filtration. Nous choisis- 

sons ~o(A) c ~I(A) C ... C Sfn(A) ... C ~((A) oO ~n(A) est le m-module 

i! i 2 
de base a| a 2 ... , i| ~ n , i 2 < n-| , i 3 ~ n-2 , ... 

Soit Z = {zi,z2,...} un deuxi~me alphabet infini, et f(Z) = f(zl,z2,...) 

une s~rie formelle dans ~f (Z). Alors 

4. ] Proposition 

f(Z) = lim n ÷ oo E w 

w parcourant le groupe W(a I .... ,an+ |) 

{-a| ,-a2,-a3,... }. 

f(A) ~ • X (A,Z) 
w w 

et A- d~notant l'alphabet 
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La notation limn_>~ doit se comprendre en plongeant W(a l,...,a n ) 

W(a| .... an+l) par w +w' : w'(a])= w(al)"'"w'(an ) = W(an) ' 

w'(an+ l ) = an+ I. On a alors 3w = ~w' ' Xw = Xw'" 

dans 

II suffit de d~montrer la proposition pour les ~l~ments de ~ (Z) , n 
n 

arbitraire ; la formule ~tant lin~aire en f, on se limite ~ une base de 

~n(Z), par exemple {Xv(Z)}. II faut donc montrer 

4.2 Xv(Z) = Ew Xv(A) ~w ' Xv(A-'Z) ' 

c'est-g-dire 

4.3 Xv(Z) = E v Xvw(A ) . Xv(A-,Z ) , 

somme sur tousles w ~ W(a] .... ,an+l) , %(vw) = ~(v) - ~(w). 

Or cette dernigre formule n'est ni plus ni moins que l'inverse de (3.7), 

car la fonction de Moebius de tout ~ntervalle [ u,v] du groupe sym~trique est 

(-I) ~(u)-~(w) 
Q.E.D. 

4.4 Exemple. 

X2314(Z) = X2314(A) + X2314(A ), X1324(A ,Z)+X3124(A ,Z) 

= X2314(A) + X2134(A)(-XI324(A) + XI324(Z)) + 

+ (X3124(A) - X2134(A). X1324(Z) + X2314(Z)). 

Dans le cas oN f(z) ne d~pend en fait que de Zl, on retrouve la 

formule de Newton. En effet, les seuls f ~w non nuls sont les f ~(ala2) 
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f ~(ala2a3) ,..., et les polynSmes de Schubert doubles correspondants sont 

les (zl-a I) , (z|-a])(zl-a 2) , o.. 

Dans le cas oN f(Z) d~pend uniquement de z| et 

de Schubert doubles ~ consid~rer sont ~es ~w(A-,Z), o~ 

un mot en |,2,...,n+I a pour sous-mot 34 ... n+] 

~.e. w-I(3) w-I(4) ... w-l(n+1)). 

z 2 , les polynSmes 

w , ~crit comme 

3 
4.5 Exemple. X42|3(y,z) = y z = 

a3b = X4213(a,b,c) • XI234(A-,Z) 

(a b ab )(y-a) , X24t312134 a (y z-a-b) i X4123X1324 

| 
a(a+b+c)(y-a)(y[b) = X2143X2314 (a2+ab+b2)(YJl a)(z-a)=x1423~3124 

! ! 
a(y-a)(y-b)(y-c) = X2134 X 2 3 4 1  (a+b+c)(y-a)(z-a)(y-b)=X1243~3214 

(y-a)(y-)(y-c)(z-a)  = t234 3241 

La famille des polynSmes de Schubert contient celle des fonctions de 

Schur ; la plupart des d~veloppements auxquels ont donn~ naissance ces dernigres 

s'~tendent aux polynSmes de Schubert : nous nous sommes servis en 3.6 de la 

formule de Cauchy ; on trouvera dans [ 5] une formule de Hopf, ainsi que la 

mention de polynSmes de Schubert en variables non commutatives (dans le monolde 

plaxique, i.e. le monolde des tableaux de Young, et le monolde nilplaxique, 

i.e. le mono~'de relevant le monolde des d~compositions r~duitesdans le groupe 

sym~trique). II existe aussi des "foncteurs de Schubert", tout comme les 

foncteurs de Schur g~n~ralisent ~ la cat~gorie des modules les fonctions de 

Schur. 
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La formule d'interpolation 4.1 h~rite des diff~rentes propri~t~s ~voqu~es 

ci-dessus. Par exemple, si l'on sp~cialise l'alphabet d'interpolation en 

prenant A = {0,I,2,°..} on A = {l,q,q2,...}, on obtient des polynSmes de 

Schubert qui g~n~ralisent des hombres ou polynSmes classiques (nombres d'Euler, 

Genocchi, nombres tangents, q-tangents, q-secants,...) et dont certains sont 

des dgterminants en coefficients binomiaux ou en polynSmes de Gauss. 

par 

ave c 

o 1 , 0 2 

Ainsi la q-tangente E T2n+l x2n+]/(I-q)...(1-q2n+]) @taut d@finie 

E(-I)nx 2n+I/(1-q)... (l-q 2n+]) 

, alors T2n+] = Xw(n) (A) , ~(-1)  n x 2 n / ( 1 - q ) . . . ( 1 - q  2n) 

2 
A = {l,q,q ,...} et w(n) = o].(o3o2).(OSO4)...(C~2n_lO2n_2) , o3 

... sont les g@n~rateurs du groupe sym@trique. 

Par exemple 
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