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Riassunto — Manoide ‘a placche’.

La. descrizione combinatoria delle rappresentazioni dei gruppi simmetrico e lineare si basa sulle
tavole di Young. Un progresso decisivo é stato quello di munire l’insieme delle tavole di una moltiplica-
zione. Noi sviluppiamo questo punto di vista e diamo 1e principali proprieta del monoide ‘a placche’,
che hanno molteplici e varie applicazioni (rappresentazione dei gruppi lineari finiti, algebra di Hecke,
coomologia. delle varieta ‘a bandiere’).

1 - Préface.

L’étude du monoide plaxique se situe dans la lignée de plusieurs théories mathé-
matiques développées plus ou moins indépendamment en algébre et en geometric.

On peut remonter a un texte de Jacobi (De Alternantibus...) ainsi qu’a un exer-
cice destiné aux él‘eves de l’Ecole Polytechnique dfi a Cauchy, ou sont introduites les
fonctions symétriques fondamentales comme des quotients de fonctions antisymé-
triques par la plus simple de ces dernieres, le déterminant de Vandermonde. Le sujet
est alors traité comme branche des ‘alternants’ a l’intérieur de la vaste famille des
‘déterminants’. Kostka calcule en 1880 les premieres tables de decomposition des
fonctions symétriques, indiquant ainsi les problemes numératifs attaches a ces
fonctions.

Partant d’une toute autre source, Pieri en 1873, et Schubert, quelque quinze ans
plus tard, suivis d’autres géométres énumératifs, se lancent dans l’étude de ce qui
sera appelé de nos jours l’anneau de cohomologie des grassmanniennes. De grands
progres sont dfis a Giambelli qui met clairement a jour le lien entre les problemes
d’énumération ‘degli spazi secanti’ et les fonctions symétriques.

Troisieme apport, celui de Schur dont les travaux sur la representation des grou-
pes linéaires en 1901, prolongeant l’oeuvre de Frobenius, montrent que les represen-
tations irréductibes sont en bijection avec la base fondamentale des fonctions symé-
triques, celle—la méme introduite par Jacobi, a laquelle on attachera désormais son
nom : pour chaque matrice, la trace de son image dans une representation irréducti-
ble est la fonction symétrique correspondante de ses valeurs propres. L’indexation
de ces objets est assurée par les partitions dont' quelques propriétés combinatoires con-
nues depuis Euler commencent a prendre une signification mathématique.

A cette époque, les problémes de la théorie dcs représentations sont souvent
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traités dans le langage spécialisé des invariants, ee qui signifie que l’on étudie l’action
conjointe des groupes linéaires et symétriques sur les produits tensoriels d’espaces
vectoriels. C’est 1e point de départ de Young qui introduit les fameux objets combina-
toires, les tableaux, pour coder de faeon merveilleusement efficace les idempotents des
algebres du groupe syme'trique et des representations. Premier enrichissement, et
combien décisif de la notion de partition, qui devient des lors la forme des tableaux
de Young.

Le livre classique de Littlewood marque une étape nouvelle. Il integre une
foule de travaux partiels en ramenant systématiquement l’étude des representations
des groupes classiques a celle des fonctions symétriques associées. Il montre de plus
tres explicitement comment les fonctions de Schur des puissances d’une variable q
peuVent fonder ce calcul des ‘q—analogues’ ; cette méthode ne sera comprise que beau-
coup plus tard.

Le calcul des fonctions symétriques se formule aujourd’hui de faeon adequate
dans le cadre de la théorie des l—anneaux qui permettent d’y réintégrer Ia cohomolo-
gie des grassmanniennes.

Un role singulier est joué par la célébre regle de Littlewood—Richardson (1934)
qui illustre une nouvelle extension des tableaux de Young et suggere qu’ils se ratta-
chent a des structures algébriques plus riches. Indépendamment, Specht (1935) et
Hodge (1942) montrent que les tableaux peuvent étre considérés comme une base,
pour le premier, d’un module de representation du groupe symétrique, pour le se-
cond, de l’espace des ‘formes polynomiales’ sur une Variété de Schubert. Ceci con-
duira aux ‘bitablcaux’ développés avec succes par Rota, De Concini et Procesi.

Enfin, derniere source: les études purement combinatoires sur les tableaux. La
construction de Robinson (1938), redécouverte indépendamment et considérable-
ment développée par Schensted (1961), met a jour une profusion de propriétés sur-
prenantes dont les preuv'es sont souvent malaisées. Certaines, et c’est l’apport dé-
cisif de Schensted et de Knuth, rendent possible de munir l’ensemble des tableaux
d’une structure de mono'l'de (non commutatif). D’autres font jouer des propriétés
profondes des ensembles ordonnés finis : c’est 1e théoréme de Greene. Dans les deux
cas, le point de départ est le mono'ide libre sur un alphabet totalement ordonné dont
on considere un quotient remarquable, 1e monoide plaxique, et l’agebre engendrée
par ce dernier, dans laquelle on définit des fonctions de Schur non eommutatives.

On se propose de re’introduire des opérations ‘naturelles’ qui compensent 1a perte
de l’inVariance des méthodes classiques de l’algebre linéaire en releVant les opéra-
tions classiques sur les fonctions symétriques. 11 en re’sulte un calcul plus compliqué,
mais plus riche, puisque les variables satisfont des lois de commutativité extreme-
ment spéciales.

On trouvera dans les pages suivantes les principales propriétés du mono'i'de
plaxique telles que nous les connaissons aujourd’hui et telles que nous y ont mené
une série de recherches sur les polynomes de Foulkes/Green et les produits de Kro-
necker des representations. Nous avons laissé de coté nombre de propriétés qui sont
encore sans applications.

Il nous a paru inutile de reécrire la partie proprement combinatoire qui est traitée
en detail et dans un autre esprit dans l’exposé [L&S 1], ou le lecteur pourra trouver
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une bibliographic complete, et des références a. divers travaux intéressants dans des
domaines liés. Pour ce qui est des deux auteurs, on se réferera dans ce qui suit :1

[L858 1] SCHUTZENBERGER, M. P. : «La Correspondance de Robinson», in Combina-
natoire et representation du groupe symétrique, Springer Lect. Not, n0 579,
(Strasbourg, 1976).

[L858 2] LASCOUX, A.: « Calcul de Schur et extensions grassmanniennes des 2.—
anneaux », méme volume que [L858 1].

[L858 3] SCHfiTZENBERGER, P. M.: Propriétés nouvelles des tableaux de Young, Sé-
minaire Pisot 1978 (Paris, 1978).

[L858 4.] LASCOUX, A. & SCIIUTZENBERGER, M. P.: « Croissance des polynomes de
Foulkes—Green », C.R. Acad. Sci. Paris, 288, 95—98 (1979).

[L&S 5] LAscovx, 'A. & SCHUTZENBERGER, M. P.: «A new statistics on words»,
in Proceedings de Fort Collins 1978 (a paraitre).

[L858 6] LASCOUX, A.: « Produit de Kronecker des representations du groupe sy—
métrique », in Séminm're Dubrem'l—Malliavin 1978—1979, Springer Lect.
Not. (a paraitre).

A la bibliographic de [L&S 1] i1 faut ajouter

GARSIA, A. & GESSEL, I.: « Permutations statistics and partitions», Adv. Math.,
31, 288—305 (1979).

THOMAS, G.: « On Schensted’s construction and the multiplication of Schur func-
tions», Adv. Math., 30, 8—30 (1978).

WHITE, D. E. : «Some connections between the Littlewood—Richardson rule and the
construction of Schensted », preprint 1979.

Il faudrait enfin mentionner 1a théorie des groupes linéaires finis, des algebres de
Hecke, de la cohomologie des variétés drapeaux sur les corps finis, mais malheureuse—
ment, la plupart dc ces travaux sont écrits dans un langage trop spécialisé pour étre
facilement accessible. Le livre de Macdonald, cité en fin de texte, qui reprend
1e point de vue de Littlewood et le langage élémentaire des fonctions symétriques,
remplira en grande partie cette fonction (quoique 1e mono'ide plaxique n’y figure
point 1).

2 -— L’équivalence plaxique.

Dans tout ce mémoire, (A, g) est un alphabet fini totalement ordonné et A*
le mono'ide libre qu’il engendre. L’éValuation d’un mot est l’image de ce mot par le
morphisme naturel de A* sur le mono'ide commutatif libre de méme base, noté NA.

Le monoide plamique est le quotient de A* par une certaine congruence E faisant
que deux lettres commutent quand elles sont suivies ou précédées d’une troisieme qui
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se trouve entre elles pour l’ordre de l’aphabet. De facon plus précise, la congruence
plawiqae est définie par les conditions suiVantes qui sont dues a KNUTH [3] :

2.1 — Si :22 < y < z sont trois lettres, alors:

zwyzwzy et yzwaywz

Si a: < y sont deux lettres, alors:

ywwawyw et yywaymy

Il est clair que deux_m0ts congrus pour E ont méme evaluation. On voit aussi
que les deux derniéres relations sont les images des premieres par les morphismes
(p : A* —> A* tels que, respectivement, a," q) == 3/ q) et 3/ (p :2- 2 (7). Par consequent, 1e
morphisme nature] de A* sur A* / E commute avec l’évaluation et avec tout morphisme
injectif (p : A* ~> B* envoyant A dans la base B de 3* et respectant l’ordre. Un tel
morphisme sera dit alphabétique.

Deux autres propriétés utiles découlent immédiatement de la définition.

2.2 —— Soit B un interValle de A. ll définit un morphisme w —> wnB* envoyant
chaque mot w sur son plus long sous—mot dans B* (‘efi'acement’ des lettres de A\B).
Un tel morphisme est dit morphisme de restriction, et l’on voit aisément que les rela-
tions (2.1) commutent avec les morphismes de restriction aux intervalles.

2.3 -— Soit d’autre part w -> % l’antiautomorphisme A* ~>A* envoyant chaque mot
w == ml .222 w" sur son retourné % =: an mg ml (w; e A) et #2 l’involution A —> A telle
que a: g y ssi y# < w# pour toutes les paires de lettres w, y de A. On étend ce
dernier a un antiisomorphisme # : A* —> A* en posant w # =2 wn# w1#.

0n voit immédiatement que les congruences (2.1) sont échangées par #. Donc
E w’ équivaut a w # E w’ # identiquement. Il n’en est pas de méme pour

le retournement ~, puisque par exemple, si in < 3/, on a yin: :: wry mais gar-7y ==
wyw 55 may. Par contre, si par exemple a: < y <» 2, on a bien zEE'y: ywz .=_ yzm == 602?].
Rappelant qu’un mot standard est un mot dans quel chaque lettre apparait une fois
au plus, on a done que le retournement commute avec la congruence plaxique pour
les mots standards.

2.4 — Ceci conduit a introduire une operation dite de standardisation associant
un mot standard a tout mot to de A. Pour cela, on indexe les diverses occurence de
chaque lettre dans w par un indice i =: 1, 2,... de gauche a droit. Le mot résultant,
Stand(w), est un mot standard sur l’alphabet AXN ordonné Iexicographiquement.

Par exemple, si 10 =: b a a c b on a Stand(w) = b1 a1 a2 c1 b2. 11 est immédiat que
si deux mots w et 10’ ne different que par l’une des congruences élémentaires plaxiques
(2.1), on a encore Stand(w) E Stand(w’).

Les diverses propriétés que nous venons de décrire sont rassemblées dans l’énoncé
suivant :
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2.5 — PROPOSITION :

La congruence plaxique commute a l’évaluation, a l’involution #, aux mor-
phismes de restriction aux intervalles et a la standardisation.

2.6. — L’intérét du monoi’de plaxique est lié au fait qu’il possede une section
remarquable; l’image de cette section est l’ensemble des tableauw T que nous décri-
vons ci—apres. On appelle redressement et on note R l’application A* —> T envoyant
chaque mot w sur l’unique tableau 10 Re T auquel il est congru. En d’autres termes,
tR =t si 16 mot t est un tableau, et w 210’ ssi w R = w’R.

2.7 — Il est commode d’appeler ligne (resp. colonne) tout mot v = ml 50,, we dont
les lettres w,- vont en croissant, c’est—a—dire satisfont m1 g 4732 g wk (resp. 031 >
> ma > wk).

Soit une lettre a: et une ligne v ; si var: n’est pas une ligne, alors v = '0’ y 1)” avec
v’ =m1...w,~, w,- gw et 3/ >w.

On vérifie facilement que les relations plaxiques (2.1) entrainent

va: syv’wv”.

Par exemple, (bcdde) c E d (bccde).
De méme, si u est une colonne :

ou bien a: u est une colonne,
ou bien You a u = u’ yu”, u’w colonne, y g :1:

et alors,
a: u E u’ w u” 3;

En particulier a: u E u m lorsque .21 est une lettre de u.
Ces régles de ‘multiplication’ ont été découvertes par SCHENSTED [7] auquel

on doit les premiers résultats importants de toute cette théorie. Le cas de commuta-
tion d’une lettre et d’une colonne se généralise en

2.8 —— Remarque : Deux colonnes commutent si et seulement si l’une est un sous—mot
de l’autre.

2.9 — Appelons forme d’un mot w la suite goli des longueurs de ses lignes (i.e.des
facteurs maximaux qui sont des lignes). Par exemple, la forme de t: debccdaabc
est 2 4 4, puisque les lignes de t sont de, bccd et aabc. Ceci posé, un mot t est un tableau
ssi d’une part sa forme est une suite croissante au sens large (i.e. une partition), d’autre
part, pour chaque '5, 1e sous mot formé des i—iemes lettres de chaque ligne de t est une
colonne. Par exemple, 1e mot t ci—dessus est un tableau dont les sous—motsecolonnes
sont dba, eca, cb et dc.

Ceci se voit plus facilement quand on emploit l’écriture plane d’un tableau obte-
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nue en disposant ses lignes les unes au dessus des autres, en commencant sur la méme
colonne :

d e
=bccd

aabc

Le diagramme des points occupés par les lettres de t est classiquement dit dia-
gramme de Ferrers de la partition—{l de la longueur It | de t; l’écriture planaire d’un
tableau fournit l’objet combinatoire classique dit tableau de Young. Les r‘egles de
Schensted (2.7) donnent un moyen commode de trouver 1e tableau equivalent au
produit d’un tableau par une Iettre, donc par induction, de redresser (au sens 2.6)
tout mot.

Par exemple, pour le tableau ci—dessus,
tb = de bccd aabc b E de bccd c aabb E de d bccc aabb E e dd bccc aabb :1 (tb) R, ce
dernier tableau ayant l’écriture plane 6

d d
bccc
aabb

0n notera que les regles de Schensted impliquent qu’un tableau soit congru au
produit de ses sous—mots—colonnes (pour l’exemple, t E dba eca cb dc), et c’est a partir
de cette écriture d’un tableau qu’on peut facilement 1e multiplier sur la gauche par
une Iettre,

Nous renvoyons au Colloque de Strasbourg [L&S 1] pour plus de détails sur les
propriétés classiques des tableaux, et nous nous bornons ici a énoncer

2.10 — THE’JOREME DE LA SECTION:

L’ensemble des tableaux est une section (16 la congruence plaxique, c’est—a—dire,
dans chaque classe d’équiValence, i1 y a un tableau et un seul.

2.11 — Les relations entre la forme d’un tableau et celle de son produit par une
ligne ou une colonne sont contenues dans le Théoréme de Pieri. En voici tout d’abord
1e cas le plus simple

THEOREM]; DE PIERI POUR UNE LETTRE:

Si t est un tableau et a; une Iettre, la forme de (tm) R et la forme de (wt) R sont
obtenues en ajoutant un point an diagramme de t. Réciproquement, si I’ est le dia-
gramme d’une partition obtenu enleVant un point a7], i1 existe des factorisations
uniques t E t’ w’ et ta w” t” telles que w’, w” soient des lettres et t’, t" des tableaux
de forme I’ .

Par exemple, siTI = (2,4, 49) comme ci—dessus, I’ ne peut étre que (1, 4, 49) cu
que (2, 3, 4) et pour chacune de ces formes, on trouve les factorisations (uniques !)
de t = debc b :Z?“ ’5
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t a; (d bcce aabd) c E d (e bccd aabc)
et

t E (de (200 aabd)fl’ E b (de ccd aabc).
0

Si t E a: t’, aVec weA, on posera (w, t’) :2 tyh 0121 h est l’indice de la ligne de t
qui est plus courte que celle de t’ (en convenant que ty" =: 25 si l’opération n’est pas
possible, c’est—é—dire si la ligne d’indice h + 1 de t n’est pas strictement plus courte
que celle d’indice h). Plus généralement, on écrira

(m1 (”2 II. 11"" , t”) :: t yhl hgllnh"

01‘). yhxmhn désigne le produit des opérateurs 7/“.

2.12 ~ THEOREME DE PIERI:

Soit (m1 w“, s) =.- tyhx-«hn. Alors le mot ml 50,, est une ligne si et seulement si
kl < h2 g h” et une colonne si et seulement si h1 > h2 > h".

Inversement, si w :- m1 w” est une ligne (resp. colonne) et .9 un tableau, il existe
suite (unique) d’entiers h1,.., h" telle que

tyh1"’hn = (w, 8),

01) t =2 (w s) R.
11 n’y a. pas que la. factorisation par une ligne ou une colonne que l’on sache

décrire:

2.13 — LEMME DE LA PETITE EQUERRE:

Soient des entiers I21 > h2 et un tableau t tel que tyhl =: (y, 8) et tyha =: (y’, 8’).
Alors on a y 2 31’ et i1 existe h3 satisfaisant h,1 > kg 2 h2 pour lequel tyhl huh: :,é w;
pour de tels ha: Si y =: 3/, on a tyhxh-ha => (ywz, 8”) et tyhahzha = (3/250, 3”) cu
m < y g 2 (et done 3/ a: z E yzm), sinon t ‘yhlhsha =: (y y’ w, 8”) et t yhlhlha = (y' y w, .9”)
011 y 2.2: >y’ (et done yy’w E y’ym).

2.14 ~ Notons L00 l’ensemble des mots qui envisages comme suite de lettres sont
union disjointe de k lignes. L0) est simplement l’ensemble L des lignes et L00 le
p’rodm't de schuflie de la fois L. Ainsi c b e a d c c appartient a LG“) puisqu’il est pro-
duit de schufile des trois lignes ce, bd et acc (et aussi bien, de ce, bcc et ad, 6130...).

La forme immanente d’un mot w est la suite (mk,..., m2, m1) telle que m; + +
+ m2 + m1 soit la longueur maximale des sous—mots de w qui appartiennent 31 L0).
La forme immanente d’une ligne (resp. colonne) de longueur 71. est donc (n) (resp.
(1, 1,... 1)). Plus généralement, la forme immanente d’un tableau est simplement sa
forme (cfr. 2.9).

On vérifierait que, par exemple, la. forme immanente de dbaedabc est (2, 2, 4)
en raison des sous—mots aabc 6L0) et badabcefl”. Une consequence assez surpre~
nante du théoreme de GREENE [2] est que m1 2 m2 >
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2.15 ~ THEOREM}; :

La congruence plaxique est la plus grande congruence :i sur A* telle que pour
chaque paire de mots w, w’ on ait w :2 710’ Si et seulement si pour tout u, veA* les mots
u w 1) et u w’ 1) out méme forme immanente.

Nous donnons enfin une troisieme caractérisation de la congruence plaxique qui
fait percevoir ses liens avec la théorie des fonctions symétriques. Soit Z (A*) l’algébre
libre engendrée par A. A chaque entier n > 0, on associe la somme S (1") de toutes
les colonnes m” w,,_1 m1(w,.>mn.1> ml) de longueur n. Son image dans l’algebre
commutative libre est la fonction de Schur l’indice 1". On sait que dans l’algebre
Z (A*/ E) du mono'l'de plaxique, on a identiquement

mmmm=mmmm) (mn2w

2.16 —— THEOREME :

La congruence plaxique est la plus petite congruence sur : A“ commutant a
l’évaluation, aux morphismes injectifs d’alphabets ordonnés et aux morphismes dc
restriction aux interValles, et telle que les S(1'") engendrent une sous—algébre com-
mutative de Z (A* / :3).

Remarque: on dit, en théorie des mono'l'des d’alphabets totalement ordonnés,
qu’une relation d’équivalence est naturelle si elle est préservée par tout morphisme
d’alphabet injectif et croissant A —> B; on a done que la congruence plaxique est
naturelle.

Démonstration du théo’réme .'

Nous vérifierons seulement que les conditions figurant dans l’énoncé du théo-
reme suffisent a determiner la congruence plaxique.

Soient trois lettres m<y<z. L’équation

S(1)S(11):§ S(11) 8(1)

se decompose suivant l’évaluation, et apres elimination des termes identiques, les
equations de plus bas degré que l’on obtient sont :

(1) wywiyww

a) yywiywy
(3) wzy+yzw§§zwy+yw2

Cette derniére congruence implique :
ou bien

(3’) wzyiéfzwy et 312.70:n
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cu bien

(3”) wzyiywz et yzmizmy

Le premier cas [relations (1), (2) et (3’)] constitue bien l’ensemble des relations plaxi-
ques (2.1). On e’limine 1e second cas, c’est—a—dire la relation (3”), par la condition de
restriction aux intervalles, puisque en prenant le plus petit intervalle contenant 03 et
3/ (c’est~a—dire en effacant 2), on devrait avoir w y: yz.

Il est remarquable que le deuxiéme systeme de congruences [(1), (2) et (3”)] im-
plique aussi que les S(1'") engendrent une sous—algebre commutative. La verification
repose sur la remarque que dcux mots standards sont congrus si et seulement si d’une
part, ils ont le méme nombre d’inversion, et d’autre part, le sous—mot des deux let-
tres extremes (pour l’ordre sur A) est le méme. Par exemple, la classe de a d b c pour
la congruence (3”) est composée de, outre adbc, acdb, bade, bead, cabd.

2.17 — Nous donnons maintenant une propriété importante de l’ensemble des mots
dont le redressé est un tableau donné.

L’opération de standardisation a été de’finie en (2.4). A an changement d’al-
phabet pres, on peut considérer 1e standardise d’un mot comme une permutation de
l’ensemble 1,..., n. Notons que le standardisé d’un tableau est un tableau; inverse-
ment, pour chaque tableau standard donnc’, il existe au plus un tableau d’évaluation
donnée dont il est le standardise. Par exemple, le tableau 24 135 peut étre 1e stan-
dardise des tableaux bd ace, bd acd, bc abd, be abc (ou des tableaux qui s’en déduisent
par changement d’alphabet) puisqu’en passant de l a 2 et de 3 a 4, on doit passer
d’une lettre a une lettre ulterieure.

L’ensemble des mots dont un tableau standard est le redressé est beaucoup plus
complexe, mais il a une structure remarquable. Pour le décrire, notons d’abord qu’un
mot standard to peut étre considéré comme une permutation de son alphabet, et
qu’on peut donc lui associer un mot standard 10—1 (sur le meme ensemble de lettres).

Le Ia—symbole, wfl, d’un mot w est le tableau standard obtenu en redressant
l’inverse du standardisé de 10.

2.18 ~ THEOREME (Cauchy, G. de B. Robinson —— cfr. [L858 1], p. 88)

L’application w —> (w R, w Fl) est une bijection dc l’ensemble des mots sur les
paires de tableaux de méme forme, 1e deuxiéme étant standard (d’évaluation 1 2 [wl).

Par exemple, il y a cinq mots standards dont le redressé est 2 4 .
135

Ce sont: .
24513 , 14253 , 24135 , 21453 , 21435 ,

dont les Ia—symboles respectifs sont
45 35 34 25 24
123 , 124 , 125 , 134 , 135

et ces derniers tableaux constituent bien l’ensemble des tableaux standards de for-
me (2,3).
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2.19 — PROPRIETE:

Soix w a: (me A) un mot de longueur n. Le Ia—symbole de w est la restriction a
{1,..., n—l} de celui de w w.

Comme les for-mes de w a: Fl et w Fl sont respectivement égales a celle de w w R
et 10 R, ceci montre que (win)?! est obtenu en ajoutant le chiffre n au point du dia-
gramme de (wm)R qui n’est pas dans wR.

2.20 — PROPRIETE :

Deux mots ayant meme H—symbole ont méme forme.

Preuve :

Une file d’un mot est un sous—mot maximum croissant dont l’alphabet est un
intervalle de A. On vérifie que la. forme (m1, 1112,... m1.) d’un mot est égale a la suite des
longueurs ties files de son Fl—symbole, celles~ci étant ordonnées par ordre croisant de
leur premiere lettre. E]

2 5 7
Par exemple, 1e mot b a a c a d c a la forme 1 3 2 1. Son Fl—symbole est 1 3 4 6

dont les files successives sont (1), (234), (56), (7).

2.21 — PROPRIETE:

Si w est un mot standard, 1e redressé du retourné 175 de w est le tableau transposé
du tableau w R (c’est—a—dire 1e tableau obtenu en échangeant les lignes et les colonnes).

2 4s 5
Par exemple, si w = 2 4 5 1 3, son redressé est 1 3 5 et celui de iii est 3 4e.

1 2
La propriété la plus anciennement connue de mono'l'de plaxique apparait dans la

‘Régle de Littlewood—Richardson’ dont nous donnons ici une version améliorée. Le
produit ext‘erieur des representations des groupes symétriques induit une multiplica-
tion sur les sommes de partition; les coefficients de structure sont des entiers non
négatifs, dits aussi coefiicients de multiplication des fonctions de Schur, que nous re-
lions a l’opération de schufile.

2.22 — THEOREME (LittleW00d-—Richardson, cfr. [L865 6]):

Soit t’, t” deux tableaux tels que 32’ <w” pour toute paire de lettres figurant res-
pectivement dans t’, t”, et soit I = t’ I, J = t’ ’[. Alors il existe un ensemble fini
de tableaux T1,; tels que

{t’ R-1 M t” R-l} = {t R-1 : te Tu}.

Le nombre des tableaux de forme K dans TL] est la constante de structure d’indice
K dans le produit des fonctions de Schur d’indices respectifs I et J.
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COROLLAIRE :

Cette constante est done 1e nombre de tableaux de forme K dans l’ensemble.
de mots {t’ R"1 M t” R‘l}.

(On note M l’Opération de schuffle, shuffle en anglais, qui a été introduite en (2.14).
En combinant 1e théoréme de Cauchy (2.18) avec la deuxieme definition de la

congruence plaxique (2.15), on obtient la

2.23 — PROPRIETB’: :

Soit (mk,..., m1) la forme immanente d’un mot w. Pour chaque permutation
(mfi,..., m’l) de celle~ci, i1 existe un et un seul mot w’ congru a w dont la forme est
(mg... ml).

Par exemple, la forme (= 2,4, 4)) de 12) = de bccd aabc est égale a sa forme imma-
nente, puisque w est un tableau. On trouve que :0 est congru a bcde cd aabc et bade
aacd be, ces deux mots ayant pour formes respectives (4,2,4) et (4,4,2).

Il resulte en particulier de cette propriété que chaque tableau tde forme (mk,...,
m2, m1) est le redressé d’un (et d’un seul) mot .9 de forme (m1, m2,..., mk). On montre
que pour tout 75 1e sous—mot de 8 formé des i—émes lettres de chaque ligne (comptées
a partir de la droite) est une colonne, ceci permet une écriture plane que l’on appe-
lera un antitableau.

L’exemple ci—dessus montre que l’antitableau associé au tableau de bccd aabc
est bode aacd bc que l’On peut écrire planairement: b e de

aacd
b c.

Soit un mot w, B l’ensemble des lettres figurant dans w, et #1; l’antiisimorphisme
de B (cfr. 2.3). Il est clair que w est un tableau si et seulement si w #3 est un antitableau.

0n note t—>t ,a’ l’involution sur l’ensemble des tableaux qui consiste a prendre
l’image par #3 de l’antitableau associé (B dépend du tableau considéré). Par cons-
truction, t p’ a méme forme que 1 lui—méme.

2.24 — PROPOSITION (cfr. [L&S 1], p. 94):

Pour tout mot w, on a
(107%) R = (w R) f”

(w#)fi=(wfi)fl
et

Ainsi, pour w = bdaacaa, on trouve

d 6
mbc ; wfi=34 ; w# =ddbddac ;

aaaa 1257

d 6
(w#)R =: bd ; was = 37

acdd 1245
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3 — Quelques propriétés algébriques du monoide plaxique.

3.1 — Une partition I est une suite décroissante d’entiers 2 0. On lui associe ca-
noniquement l’élément du mono'l'de commutatif NA dans lequel 1e degré de la j—iéme
lettre de A (pour l’ordre sur A) est jI identiquement. Un tel e’lément, ainsi que les
mots de A* dont il est l’évaluation seront dits partitionnels. Ainsi, a la partition
0 0 0 1 2 3 (lue de droite a gauche) est associé l’élément suivant de NA, noté a3 b2 (:1:
a—>3, b—>2, c——>1, w~>0 3% w>c, qui est l’évaluation des mots de A*: aaabbc, aababc,
abaabc,... Un mot est homogéne s1‘ et seulement si il a le méme degré en toutes les let-
tres qui y figurent.

Le plus grand mot colonne homogene (1e degré 1 sera note’ (ou eA). Comme une
lettre a: commute avec une colonne si et seulement si elle y figure, ainsi qu’on l’a vu
en (2.8), on a la

3.2 ~ PROPRIETE :

Le centre de A*/ a est le sous—mono'l'de e*.

Le quotient du mono‘l'de plaxique par son, centre sera désigné par T[e*. Dans le
cas 01‘1 A n’a que deux lettres, c’est un objet classique appelé monoide biog/clique (cfr.
[1] et [41%

3.3 ~ Si g est une colonne, nous notons 3,? la colonne complémentaire formée des
lettres n’apparaissant pas dans g. Ainsi, pour A :4: {1, 2,..., 5}, la colonne complé-
mentaire de g =: 4 2 est "g‘ z: 5 3 1. La colonne complementaire de e =.: 3A est la co-
lonne vide 3 =4 (30 qui est l’élément neutre du mono'l'de libre A*.

Plus généralement, soit t un tableau. Ainsi qu’il a été dit en (2.9), il est congru
au produit g1 g2 g, de ses mots—colonnes (lues de gauche a droite). Nous définissons
1e complément/f de t comme 1e redressé du produit g, 32 gl. En fait on vérifie facile-
ment que §,,..., 3} sont les colonnes successives deaffi) Par exemple, si

1/

5
t = 24 , g4 g3 32 g1 :2 5321 5421 532 43

1134

ce qui est bien 1e produit des colonnes de

55
?=:345

2234
1123

Il est clair que 2; == 2; quand t1 et t2 ne difi'érent que par le nombre de leurs co-
lonnes completes. Par consequent, la complémentation t—>t est une involution sur
lui—meme du quotient par son centre du mono'l'de plaxique.
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3.4 - PROPRIETE :

La complémentation est un antiisomorphisme de T [3* sur lui—méme.

Preuve :

Soit w une lettre. On vérifie que si m’ est une autre lettre, on a w’ a; E .53 53’ Si w .71: w’
et .7253 == 3+ 00+ sinon (on an est le successeur de m dans A). II s’en de’duit que si les
trois lettres w, y et 2 sont telles que m < y < 2 on a 17].? E E y’z‘fv‘; on vérifie pareille-
ment les autres congruences plaxiques (2.1). Donc l’antiisomorphisme de A sur lui—
méme envoyant chaque mot w x ml mg w" (avec w; e A) sur 2:3,, 552 251 préserve la
congruence plaxique. Comme, par ailleurs, il est clair que si w est une colonne, alors
32,, 251 E e“ if), ceci conclut 1e preuve.

On vérifie tout aussi aisément 1a

8.5 —- PROPRIETE’: :

L’involution t —>? commute avec l’involution t —> t#

3.6 — Un mot de Yamanouchi est un mot dont tous les facteurs droits sont parti-
tionnels. Un tableau de Yamanouchi est un mot de Yamanouchi qui est un tableau.
0n note Y leur ensemble.

3.7 —- PROPRIfiTfi:

(i) Pour chaque partition I, il existe un et un seul tableau t = y, de forme I qui
satisfasse l’une des cinq conditions équivalentes suivantes:

(1) les colonnes de t sont des intervalles initiaux de A
(2) t est partitionnel et chaque lettre ne figure que dans une seule ligne
(3) t est partitionnel et ses colonnes commutent deux a deux
(4) t a une éValuation égale a sa forme I
(5) t est une tableau de Yamanouchi

(ii) l’application I—>yI est un isomorphisme du monoi'de des partitions (considéré
comme sous~monoide de NA) sur le monoi'de Y, i.e. on a

91+} = (3/191) R

0131 I + J est la partition: w (I + J) = mI + .72.] pour tout a: 6A

(iii) (it) R 63* si t 6 Y
(iv) Y est l’ensemble des tableaux t tels que

(Tt)Rne*7é25
(v) YR‘1 est l’ensemble des mots de Yamanouchi.
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Preuve .'

Pour ce qui est de (i), l’équivalence de (1), (2), (3) et (4) est immediate, de méme
que l’implication (2) a (5). Réciproquement, soit 0;, DH 121 la factorisation en li-
gnes d’un tableau de Yamanouchi. Comme chaque ligne est un produit de lettres dans
l’ordre croissant, la condition d’étre un mot de Yamanouchi entraine que '1)1 n’est
composée que de a, puis 122 que de b,..., ce qui montre que (5) implique (2) et achieve
la preuve de (i).

Celle de (ii) est un simple calcul dans le mono'l'de plaxique en raison de (3) et (1),
et il en est de méme de (iii).

Supposons maintenant que (t’ t) R = t” e e* pour un certain tableau t’. Lre pre-
miere ligne de t” contient celle de t qui doit donc étre de la forme 11'". De meme on
voit que la deuxieme ligne de t est b", etc..., établissant ainsi (iv).

Pour finir, soit a: w (.21 e A) un mot de Yamanouchi ; a fortiori, w est un mot de
Yamanouchi, et par induction, on peut supposer que w R E Y. En raison de (2), il
en est de méme pour (w w) R puisque par hypothese, le degré [.12 mix de w dans a: w
est au plus égal au degré |w w|x_ de la lettre m. précédant a: (dans A). Réciproque-
ment, soit w w: (w w) R 6 Y; cette condition entraine que w R 6 Y et que lav w|x<
<Iww1x_, et do'nc par induction, que w, ww et tous les facteurs droits de 10 soient
partitionnels. E]

3.8 —— COROLLAIRE :

Le mono’ide T/e* est simple, c’est—a—dire que pour tout w eA*, il existe w’,
10" EA* tels que (w’ w w”) e 6*.

Preuve .'

D’aprés (iii), i1 suffit de vérifier que pour chaque mot w on peut choisir un élé-
ment J de NA tel que w dd] bbf a“! soit partitionnel.

Nous mentionnons sans preuve la proprété suiVante dans laquelle la condition
donnée sur t est facilement levée au moyen d’un morphisme injectif A* -> B*.

3.9 — PROPRII-i'mé:

Soient k + 1 =: card A et t un tableau dans lequel chaque lettre de A figure
une fois au moins. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) t E t2 (mod e*),
(2) t E 8k ou s est un tableau homogene qui contient toutes les lettres; on a

alors de plus it E Sk‘l'” pour tout n 2 0,
(3) t E s .5", oil .9 et 3’ sont deux tableaux tels que 8’ s E 1 mod (3* (et done, .9

est un tableau de Yamanouchi et .9’ son unique inverse mod (2*),
(4) t E Hg; 113,-, Oil g; est une colonne qui est un intervalle commengant (par

la premiere lettre de A) et jg]- la colonne complémentaire, l’ordre des facteurs g; (resp.
gs) étant arbitraire.
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D’aprés le point (4), en regroupant les colonnes égales, on voit done que les idem-
potents (modulo le centre) sont en bijection avec Nk, et que deux idempotents com-
mutent lorsque l’un est supérieur a l’autre (pour l’ordre de Nk).

Les propriétés algébriques du monoi‘de plaxique s’étendent sans difficulté a di-
verses généralisations de ce dernier. La plus simple consiste, pour un alphabet ayant
un nombre fimI la de lettres, a prendre come ‘tableau généralisé’ les k(k~1)/2—tuples
de réels non 'négatifs (tg) appartenant au polytope convexe T défini par les inégalités :

0<Z{t.-+1,,-:1 <3“ <j’}<z{t,-,,-:1 gj <j’} (i=1,2...k—1;j’=1,...i).

La multiplication est alors une application continue T X T ——> T linéaire par morceaux
qui se réduit a l’opération (t, t’) —> (t t’) R quand les t5,- sont entiers.

4 — Automorphisme de conjugaison.

4.1 — On rappelle que dans tout semi—groupe S la relation de conjugaison est la
plus petite equivalence ~ telle que .5" .9” ~ 8” s’ pour tout couple d’éléments de S.
Cette relation est la relation habituelle quand S est un groupe et elle n’est triviale
que si S est un semi—groupe commutatif. Nous vérifierons dans la section suivante
qu’en ce qui concerne le monoide plaxique les classes de conjugaison ont une struc-
ture remarquable et qu’elles sont les images inverses (par Ev'l) des éléments du mo-
noide commutatif libre. Dans cette section, nous établissons un résultat préliminaire
permettant de passer d’une classe a une autre.

Soit yA le groupe symétrique sur A. II a une représentation naturelle sur le groupe
Aut (NA) des automorphismes du monoide commutatif libre NA :

si yAaa:A—>A et Ndal—>N,
alors .7 I

o' I est le composé A —> A —> N.

On obtient un relévement naif de cette representation en une representation de
m dans le groupe des bijections de A*, noté Bfi(A*), en posant:

si w =: .721 w" e A*, o- e M, alors w E = (5:31 a) ((0,, 6).

Ce relevement ne poss‘ede pas de bonnes propriétés vis—a—vis de la congruence
plaxique. Nous en définissons un autre que nous appelons relévement plam'que, et
l’image de m par ce relevement dans Bij(A*) est dit groupe des automorphismes de
conjugaison de A*, et noté Aut (A*). L’image de 0' 671A dans Aut (A*) sera notée
par la méme lettre.

Nous devons procéder par étape en définissant d’abord 1e relevement pour les
transpositions de lettres consécutives.

4.2 — Soient c, d =: 0+ deux lettres consécutives, B = {0, d} et 1 la transposition
de ces deux lettres. On définit w r, pour w 63* par
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(1) w 1 SI = w Fl
(2) le relevement de 1: est une bijection de 3* telle que

1'

3* __-s,_, 3*
ev l ev

J, 1:
NB .__.,. ..._> NB

soit un diagramme commutatif.

La condition (2) signifie que si lc = m, [w|d = n, alors [w 1|; =- n et lw 11,; =3 m;
il est clair que les deux conditions déterminent w T et que w =4 w 1 Si et seulement si
10 a méme degré en 0 et d.

4.3 — On étend 1: en une bijection de A* dans A* par

(3) 18 =—- Fl
(4) pour tout interValle B de A tel que {B r} = {B}, alors

(1003*): = (w r)nB*

c’est—a—dire, 1: commute aux morphismes de restriction aux intervalles globalement
invariants.

Preuve :

On raisonne par recurrence sur le nombre de lettres de A et l’on voit que si
w = ml w" et w 1: = w’l why, alors n = n’, w,- 7’: c, (1 => w;’ =2 w; et le sous—mot
w'rn {c, d}* est égal au mot (wn {0, d}*) 1: construit plus haut. E]

Plus explicitement, on construit w r comme suit:

si w = ml ...wm d m1 0 wm+1 ..., avec w1n{c, d}* = 25, alors

w T = w; ...wln d 1121 0 win“
si et seulement si

(501 w," w,,,+1...)t = (mi ml" min“ ...).

La méthode consiste done a isoler successivement des facteurs dw; c tels que
w.n{c, d}* = z, qui sont invariants par 1, en terminant par

(cm d")1: = c" d'".

On constate que l’image d’un tableau est un tableau.
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4.4 — LEMME:

Soit 1.” une autre transposition de lettres consécutives ne commutant pas avec
r. Soit B l’interValle (é. trois lettres) qui est l’union des orbites de 1' et 1’. Soit t un
tableau appartenant a B*. Alors

((t 1:) 1’) 1 =: ((t 'r’) 1) 1’.

Un exemple remplacera la vérification de ce Lemme :

Lorsque t = e dd 006, on a
e

t=dd
ccc

e e
t1:==dd de =t-r’

ccd 000

e e
tt'r’=:de de =2t1’1

cce cdd

e
t-r-r’r = de :tT'TT'

cde

Nous sommes maintenant en position de donner la définition du relévement plaxi-
que, en méme temps que certaines de ses propriétés, qui 1e caractérisent.

4.5 — PROPOSITION:

(1) l’application 1: e 71,; —> 1: eBij(A*) définie en (4.3) s’étend en une representa-
tion de 944, dont l’image est dite Aut(A*).

(2) pour tout a 6 92A, 1e diagramme suivant est commutatif
a

A* —- ~—> A*

ev ) ev
J, 0‘

NA — A- ~—> NA

(3) pour tout a eAut(A*), 09 =2 F!
(4) pour tout mot 7.0 de A*, pour tout intervalle B: {B a} = B, alors

wanB* = (wnB*)a

(5) tout élément de Aut(A*) commute au redressement.
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Démonstmtion :

Soit 0' un élément de 954. On peut le factoriser en un produit de transpositions dc
lettres consécutives et relever ce produit de transpositions d’aprés la construction (4.3).
Il est clair que ce relévement vérifie les propriétés (2), (3), (4), (5) puisqu’il les vérifie
pour les transpositions de lettres consécutives, comme il a été vu plus haut. Il nous
reste done a montrer que Ie relevement de a ne dépend pas de sa factorisation en pro-
duit de transpositions, c’est—a—dire, d’aprés les relations de Coxeter :

—— si 1 et 1." commutent dans yA, alors 11:" = 1’ 1: dans Bij(A*)
—~ si 1:, t’ ne commutent pas (ce qui implique que 'r’ 11’ == 11’ T), alors

1' 1:1" = 11:" r en tant qu’éléments de B'i7'(A).

Le premier cas est évident, puisque 1 et 1’ out des orbites disjointes et que leur
reléVement n’agit que sur les lettres dans ces orbites respectives.

Soient donc, dans le deuxiéme cas, trois lettres consécutives c, d, e, B l’intervalle
{0, d, e} et 1: la transposition de 6 et (1, 1’ la transposition de (1 et e. Soit 0 GEM/1*)
1e produit des relevements t r’ 1 et 0’ le produit 1’ 1 1’.

Soit w e A* ; par constructibn, w 0 et w 0’ ne peuvent difi'érer que pour les lettres
appartenant a B. D’aprés la Propriété (4) de (4.8),

w 0nB* :2 (wnB*)0 (resp. w 6’nB* z (wnB*)0’).

Les mots (w n 3*)6 et (10 n 3*)0’ ont méme fi—symbole d’aprés (4.3 (3)), et finalement,
d’aprés la Vérification (4.4), come 0 et 0' commutent au redressement, les mots
(wnB*)9 et (wnB*)0’ ont aussi méme redressé. Cela assure, d’aprés 1e théoréme de
Cauchy—Robinson (2.18) qu’ils sont identiques, et done que w 0 et 71) 6’ le sont.

II nous reste a justifier le nom de groupe des automorphismes de conjugaison, pour
l’image de 3),, dans B1;7(A*). C’est le but du théoréme suivant.

4.6 — THEOREME DE CONJUGAISON:

Soit a eAut(A*) et 71);, w; (i = 1, 2) quatre mots: [10,-] = lwfl, tels que
(w;l w2)a =2 mi 105. Alors

(1) 717,8 21029! (i=1,2)
(2) pour tout entier n 2 0, (w2 ml)" 0' = (wé wfi)".

Il suflit de vérifier l’énoncé dans le cas Oil 0' est la transposition de deux lettres consé-
cutives, ce qui se fait sans difliculté.

4.7 —- THEOREME :

La restriction de tout automorphisme de conjugaison a un sousmono'ide com-
mutatif de A*/ '=‘ est un isomorphisme (de monoi'de).

Suivant la remarque déja amplement utilisée, i1 nous suffit de considérer 1e cas
d’une transposition 1: de lettres consécutive c, d. I] nous faut prouver que si deuX mots
w, w’ commutent dans A*/ =2, alors w r, w’ 1 commutent de méme. D’aprés la cons-
truction du relévement, on peut supposer que w, w’ e {0, d}*.
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Soit done to E (d c)? 0" dm, w’ E (d c)? 0" dm, avec par exemple n g n’, 10’. La
condition to w’ E w’ w équivaut a l’une des deux suivantes :

m=n<n’,m’ ou n’:n<m,m’;

on vérifie alors directement que
(ww’)t=wr-w’rEw’t-wr=(w’w)r [I

Soit J : A —> N une evaluation. 11 existe une et une seule partition I telle que
J a = I pour au moins une permutation a de A et on peut choisir cette derniére de
telle sorte que a: a < y 0' quand a: J = y J et a: g y; cette permutation (et l’auto-
morphisme de conjugaison associé par le rel‘evement plaxique) est la rectification de J.
Si done to a pour evaluation J et a est la rectification de J, alors w 0' est un mot parti-
tionnel qui est dit 1e rectifié de w.

4.8 — La construction suivante facilite 1e calcul du rectifié d’un mot:
Soit w e A*, J l’évaluation de w. Soit B un intervalle initial = [a at] de A, et

soit b EB tel que a: J 2 b J V w EB. Soit a la permutation circulaire sur les lettres
[b...d : a: a...b_ bb+ ...dd+ —>a...b_ b+ ...dbd+

Alors w a s’obtient par constructions de ‘filieres’ successives: par lettre voisine
d’une lettre w,- = a: dans un mot, on entend la premiere lettre an, a gauche de m,- dans
la lecture circulaire de ce mot (c’est—a—dire, on repart de l’extrémité droite du mot si
l’on ne trouve pas de an «a gauche de mi). On prend alors une lettre b, puis les Voisins
successifs des lettres atteintes, jusqu’a 1a lettre d incluse. On élimine 1e mot standard
ainsi obtenu et l’on recommence l’opération a partir de n’importe quelle autre lettre b.
Finalement, on isole ainsi un sous~mot homogene 10’ de 71), d’éValuation (b d)”.
Le mot w o' s’obtient alors par l’opération: w,- = a: —> w_ si .21 e [b+ d] et a3.- $ 10’,
et w; inchangé sinon.

Exemple :
w: eaebcdaebdaccedd
~~—> eaebgdaeb daccedé (construction de la premiere filiere)
— ,_> eaeggdaebgacgedi (deuxiéme filiere)

-—--—>eaebccaebdabcecd :2 we

Une lettre a: sera dite en place dans un tableau t si et seulement si ses | t ix occu-
rences se trouvent dans les premieres (a partir de la gauche) colonnes de t. Moyennant
cette definition, on alors :

4.9 — REMARQUE:

Les conditions suivantes sur un tableau t sont équivalentes:
_,.- ses mots colonnes commutent deux—a—deux
—»- sa forme et son éValuation rectifiée sont la méme partittion
m son rectifié est un tableau de Yamanouchi
—~~ toutes ses lettres sont en place.
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Preuve :

L’équiValence des trois premieres caractérisations résulte immédiatement de
(4.7) et (3.7) puisque les automorphismes de conjugaison préservent la propriété d’un
mot d’étre une colonne. Celle de la derniere avec la premiere est immédiate en raison
des r‘egles de commutation entre colonnes (2.8). 1:]

5 —- Cyclage.

L’étude des polynomes de Foulkes/Green repose sur celle des classes de conjugai-
son dans le monoi’de plaxique, ces dernieres étant munies d’une structure d’ordre
obtenue en restreignant la conjugaison a une relation spéciale dite de cyclage.

Soient J : A —>N une évaluation et WI (resp. TI) l’ensemble des mots (resp.
tableaux) ayant cette év‘aluation. 0n vient de voir qu’il existe un automorphisme de
conjugaison unique 0 = a} envoyant bijectivement W] (resp. TI) sur l’ensemble WI
(resp. TI), 01‘1 I = J o' est la partition obtenue en réordonnant J. L’ensemble TI con-
tient un tableau ligne unique 7)] dont l’image par 0 est l’unique tableau ligne v; e T1
(puisque 0' conserVe la forme).

Nous rappelons un résultat connu [L858 3 et L855 4):

5.1 —- PROPRIETE:

Il existe une et une seule application '0 2 WI —> N, la cochaé'ge, satisfaisant identi-
quement les conditions suivantes :

(1) wv=(wR)v
(2) v10==0
(3) Si 20 =2 ww’ (a: 6A), alors (w’lw)v >100 quand m = a

et(w’m)v=wv—1 quandw>a.

De fait, quand w est un mot standard (c’est~a—dire quand I = (1,..., 1)) la co-
charge de w est l’index du Major de la permutation w*1 #2 (cfr. [5]) et c’est THO-
MAS [8] qui a montré le lien entre cette statistique classique et les polynémes de Foul-
kes—Green. Pour les partitions plus générales, la cocharge de 10 est la somme des co-
charges sur un systeme de sous~mots standards de w déterminés par un algorithme
qui rend cette somme extrémale.

Grace au théoreme de conjugaison (4.6), nous pouvons définir la cocharge d’un
mot to de WI comme étant égale a celle du mot w a].

Rappelons maintenant que si t est un tableau dont la h—ieme ligne est stricte-
ment plus courte que la (h + 1)——ieme, la The’or‘eme de Pieri (2.11) per-met de définir
une paire unique (1:, s) = tyh telle que (a: s) R = t, w e A et 3 est un tableau dont la
forme ne difi‘ére de celle de t que par suppression d’un point a la h—ieme ligne. Le ta-
bleau (s w) R est conjugué de t (par .22) dans le mono'l'de plaxique. Nous dirons que c’est
le h»cyclage de t par a: Si et seulement si sa cocharge est strictement inférieure a celle
de t. Par consequent, d’apres la Proposition (5.1), quand l’éValuation de t est une
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partition, cette condition est remplie si et seulement si .22 75 a. Dans le cas contraire on
t e T], le théoréme de conjugaison (4.6) montre que (8 w) R a] =-: (s’ m’) R, 01‘1 la paire
(w’, s’) est égale a (t 0}) 72", et (3 m) R est alors un cyclage si et seulement si w’ .75: a.

Il est important de noter que d’aprés la Proposition (5.1), l’opération de cyclage
réduit la cocharge d’exactement une unité. On observera aussi que si tyh = (w, 8),
le tableau (s w) R est toujours un cyclage quand h 2 2. Quand h =2 1, c’est aussi un
cyclage si et seulement si w 7!: a lorsque 1e degré de a dans t est maximal (i.e. a J 2 3/ J
pour tout y e A). Nous ne connaissons pas de condition nécessaire et suflisante simple
permettant de vérifier directement si t——> (s w) R est on non un cyclage, sans passer
par 1e calcul de toy.

Soit par exemple
c d

t = b b c ;
aaade

i1 admet trois factorisations (wk, 8;.) correspondant a h =2 1, 2, 3 respectivement:

ad ad d
tE(b) bcd , tE(b) bc , tE(c) bbc ,

aaae aaade aaade

les tableaux t], = (8;, as.) R étant:

ad ad d
tlmbbde , t2=bcd , t3=bbcd

aaab aaabe aaace

Ces trois tableaux sont des cyclages, puisque l’évaluation de t est une partition et
que as}, 75 a.

Considérons par contre le tableau t’ = tf"; on a

t, ‘yh = (w. Shf") Ct (Shfn 02],) R = thf".

Pour h =2 2 on 3, ce sont encore des cyclages de t’. Par contre, pour h =: 1 lorsque
n = 4 + m, m 2 0, .11 f" n’est pas un cyclage de 13’ : en efi'et, t’oy est égal a

cd
bbb =t” et t”y1=(a,s”).
aaaa...acdeef

5. 2 — PROPRIfiTfi:

Soit T} l’ensemble des tableaux d’évaluation J. Le cyclage est la relation de con-
sécutivité d’un ordre partiel sur TI dont l’e'lément minimum unique est le tableau li-
gne U], et qui admet la cocharge comme fonction de hauteur. Les éléments maximaux
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de cette relation sont les tableaux dont la longueur de la premiere ligne est le maxi-
mum des degrés des lettres ; par-mi ceuX—ci l’e’lément de hauteur maximum est l’uni-
que tableau t e T] dont la forme est la partition I = J a].

Preuve .-

Puisque 1a structure de cyclage de T] est l’image de celle de T] par l’automor-
phisme (71—1l -—> T1, il suflit de Verifier l’énoncé dans le cas d’une partition; la
description des éléments maximaux résulte alors de (4.9) et le reste de la proposi-
tion de (5.1).

Certaines proposition s’énoncent plus facilement en utilisant 1a charge w v (cfr.
[L858 3]) que nous définissons ici comme la difference woo — w v, on ma est le mot de
Yamanouchi dont l’évaluation est la rectifiée de celle de w. On a alors :

5.3 - PROPRIETE’: :

La charge d’un tableau t est égale a:
(i) celle d’une quelconque de ses puissances
(ii) celle de tout mot 10’ 2:42 w” si t E w’ w z w” et m, z sont deux lettres non

consécutives dans A
(iii) celle du tableau complémentaire de 15 défini en (3.3).

Preuve :

On peut supposer t partitionnel. Nous ne reproduisons pas les preuves de (i) et (ii)
qui découlent immédiatement de l’algorithme de calcul des charges exposé ailleurs
(cfr. [L&S 5]). La preuve de (iii) résulte de l’égalité tv == f1! (= 0) pour les tableaux
de Yamanouchi et du lemme qui suit

5.4 - LEMME :

Soient w an mot, et i] la colonne complémentaire d’une lettre y 71: a. On a
(w ’y‘) 0 == 1 + (f) w) v, on v désigne 1a cocharge.

Preu've :

On peut, au moyen d’un automorphisme de conjugaison, se ramener au cas oil
l’évaluation de 710 i] est une partition. Le résultat se vérifie directement quand w est
une ligne et on proc‘ede par induction sur la cocharge de 10 3/.

Si donc w n’est pas une ligne, il existe une Iettre a: #2 a telle que w 531: w’.
Supposons d’abord w 75: y. On a alors f] w E m i], et donc le diagramme commutatif

suivant, ou l’on a figuré la Variation de la cocharge

?
wfjw’ E yww’ E 37w —~~— -—> 10?] E wiw'g

-1 -1 I

y wlw __,... .__,..fi _,__.‘,.-.....__ .7 ._. -._> w’wy E wig w
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Les deux fléches verticales sont des cyclages, et donc d’apres (5.1), la cocharge baisse
de 1 ; par ailleurs, la cocharge augmente de 1 pour la fléche du bas, d’aprés l’hypo-
these d’induction; i1 en est donc de méme pour la fléche du haut, comme annoncé.

On traite 1e cas 0111 .22 == 3/ pareillement, en remplagant 1a relation de commu-
tation :7} w E :1: ’1] par :7] y E y. ’3]. dans le cas on y .76 b = m, et l’on vérifie directe-
ment 1e lemme pour a: = y =2 b.

Les deux propriétés qui suivent servent a prouver certaines inégalités entre les
polynomes de Foulkes/Green que nous avons publiées ailleurs [L&S 4].

5.5 — PROPRIfiTE :

Soient I et J deux evaluations telles que (1.] = 1 + al et wJ = $1 pour les autres
lettres. L’application t—> (at) R est une bijection de TI sur le sous—ensemble T’ des
tableaux de T] n’admettant pas de l—cyclage et ayant leur seconde ligne strictement
plus courte que la premiere. L’application inverse est un morphisme de cyclage.

Preuve :

Soit t’ 6 TI. Une condition nécessaire et suflisante pour que t’ E at est que sa
deuxiéme ligne v; soit strictement plus courte que sa premiere ligne I); et que la i—éme
lettre de 1); soit strictement supérieure a la 13+1—ieme lettre de 1); pour'i = 1, 2,..., Ivé].
Ceci montre immédiatement que T’ = {(a t) R : t e T’}, puisqu’un tableau t’ e T]
n’admet un l—cyclage que si Ivfl > [vé] et si la i—éme lettre de 1); est inférieure ou
égale a la i—f—l—ieme de vi pour un certain 75.

Supposons maintenant que t’ = (a t) R, on t e T’, admette un h—cyclage par une
lettre w (9/: a par définition du cyclage). On a done 12 2 2 et si t’ E w 8’ on voit que les
deux premieres lignes du tableau .5" satisfont les mémes conditions que celles de t’.
Done 8’ =.- as, 01‘1 (w s) R =t et 01‘1 t—> (s w)R est un h—cyclage. E]

Notons 6 l’opération consistant a changer en un b le dernier a de la premiere ligne
d’un tableau t. Par exemple, si

b c b c
t=— ona t6== .

aabd abbd

Si I est l’évaluation de t, on note I 6 == J celle de t 6.

5.6 ~ PROPRIETE’: :

Soit I une evaluation telle que aI > b I. L’opération 6 est une bijection de TI
sur l’ensemble T’ des tableaux de T] qui ont au moins un b sur la premiere ligne. C’est
un morphisme de cyclage.

Preuve .'

Le fait que 6 : T’ —-> T’ est bijectif est immédiat, car si t’ eT’, l’hypothése
a I > b I implique que le mot obtenu en changeant en un a le premier b de sa pre-
miere ligne est encore un tableau.
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Soit maintenant t E w .9 —> (s w) R un h—cyclage de t 6 TI par la lettre .70. En con-
sidérant la premiere ligne de t on voit que t6 E m (s 6) -> (s 6 w) R est aussi un h—
cyclage de t6. E]

Soient v une ligne et t un tableau de méme evaluation que 1). Sip est la cocharge
de t il existe au moins une suite de cyclages par les lettres w1,..., a}, menant (16 t a 1).
Le mot w = ml .232 mp est appelé un mot de cyclage de t. 11 satisfait l’équation
tw E w '0 et nous conjecturons que toute solution de cette équation qui n’est pas
un mot de cyclage de t a une longueur strictement supérieure a p.

Quand t est partitionnel, l’algorithme de calcul des charges montre directement
que tous les mots de cyclage de t ont 1a méme évaluation. Un résultat plus fort est
obtenu au moyen de l’opération K décrite a la fin de la section.

Soit r + 1 1e nombre de lettres de l’alphabet du tableau t.

5.7 - THEOREME :

Tout mot de cyclage de t est congru au produit t1 t t,, 01‘1 t; est le tableau obtenu
en supprimant la premiere ligne dans le tableau tKi-l (j =—- 1,..., 7‘).

La preuve du théoréme repose sur deux lemmes d’intérét indépendant.

5.8 — LEMME DE L’HEXAGONE:

Soit t un tableau admettant un hl—cyclage t —-> t1 par une lettre y et un hz—cyclage
t—> ti par 3/, 01‘1 h1 > h2 et kl ;6 2. Il existe des lettres y2, ya, yé, y; et un tableau
t3 tels que g 3/2 gs E y’ y; 3/4 et que t3 soit a la fois un cyclage de t1 par le mot y2 ya
et de ti par y; yé.

Preuve :

On applique 1e lemme de l’équerre (2.13) en prenant h8 = h1 — 1. Les lettres cher-
chées sont définies par

WM = (311/2 ya. s") ; t' Wm = (2/2/4214, s")
et le tableau t3 est (3” g 3/2 y.) R = (8" y’ y; 314) R.

11 sufiit de verifier que toutes les operations sont bien des cyclages, ce qui est
clair lorsque h2 2 2 cu quand g :,£: 3/. Quand h2 = 1 et 3/ = 3/, on a 3/2 = 3/4, avec
yg .72 a puisque ks =: h1 -— 1 2 2 par hypothése, montrant que l’opération (s y) R =
y2 s’ —> (s’ yg) R est bien un cyclage. E]

5.9 — EXEMPLE :

Soit t=bd et h1=3, hgzl.
abef



Non—commutative structures in Algebra and Geometric Combinatorics 158

On a l’hexagone
0
bd
abef

(3:0) (1:0)

bd bd d de
= c R bef _‘ be

abcf «ab’e )) abc — abf c R

(Lb) ‘ (3.d)

d Icef =((def)b)R ' bef
abb abc abcd

(2,d) (2,b)

e
0f
abbd

(n, w) désignant 1e n—cyclage par la lettre 33.
Ce lemme suflit pour montrer par induction sur la cocharge que deux mots de

cyclage sont congrus quand aucune des deux chaines correspondantes ne contient de
l—cyclage. Pour compléter la preuve, un second lemme est nécessaire. Les seuls dé-
monstrations que nous en connaissions font appel a une série de calcul trop spéciaux
pour que nous les reproduisions ici et nous nous bornerons 9. en donner l’énoncé. Dans
celui—ci, nous appelons cyclage restraint tout cyclage qui n’est pas un 1—cyclage d’un
tableau qui a au moins trois lignes (il n’y a done pas de restriction sur les cyclages des
tableaux a deux lignes) ; la structure de cyclage restreint de t1 est le plus petit ensemble
contenant t1 et tout tableau obtenu a partir d’un tableau de l’ensemble par cyclage
restreint. Enfin, un morphisme de cyclage est complet si et seulement si il conserve
les lettres de cyclage.

5.10 — LEMME:

Soit t un tableau admettant un 2—cyclage t—> t1 et un 1—cyclage t—> t; par la
méme lettre. II existe alors un morphisme de cyclage complet de la structure de cy—
clage restreint de t1 dans celle de ti.
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5.11 — EXEMPLE: (illustrant en méme temps la nécessité de la condition hl gé 2
dans le lemme de l’hexagone et le fait que le morphisme du Lemme (5.10) n’est pas
bijectif)

t b
-lacdef

b b

0 cd
t1: téfl

abdef abef

c c//// c

d de def
abcef abcf abc

d d\ /d
6 cf
abcdf abcd,\ /

f
abode

Dans le cas particulier d’un tableau a deux lignes, s’il existe deux cyclages, ils
sont nécessairement par la méme lettre. En u‘tilisant le lemme de l’hexagone (5.8),
le lemme précédent acheve de prouver que deux mots de cyclage d’un tableau sont
congrus. Le fait qu’ils soient congrus au mot décrit dans le théoréme résulte alors
d’une simple induction sur la cocharge en considérant 1e cyclage (16 t par sa premiere
lettre (en tant que mot).

5.12 — Soit t un tableau d’évaluation J, et b la premiere lettre (pour l’ordre de
A) telle que wJ 9b 0. On suppose que b J > wJ 3+ m; on note dans ce cas par tK
1e tableau (v t’) R, 01‘). t = t’ b” v, p = |t lb- L’opération K permet une recurrence sur
le nombre de lettres de l’alphabet d’un tableau dans plusieurs demonstrations ; l’énoncé
suivant (qui a des applications a la multiplication des fonctions de Hall—Littlewood)
illustre cette technique.
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5.13 —— PROPOSITION :

Soit B un interValle initial de A et J une éValuation telle que l’image de B par
la rectification a de J soit un intervalle C. Pour chaque tableau t d’évaluation J, les
deux conditions suiVantes sont équivalentes:

(i) toutes les lettres de B sont en place dans t
(ii) les lettres de C sont en place dans (t a) K', Oil 7' est le nombre de lettres pré-

cédant C dans A.

Démonstration :

Tout d’abord, la condition que l’image de B par la rectification de J soit un in-
tervalle équivaut a :

¥w$B , ou bien wJ>maxyeJyJ, ou bien wJ<infyei.

0n peut supposer que le maximum de J n’est pas atteint sur B, sinon les assertions
(i) et (ii) sont identiques.

Par ailleurs, si un tableau t’ a une evaluation J’ telle que a J’ 2 w J’ ¥ w, alors
pour tout autmorphisme o" tel que a a’ = a, on a (t K) a’ = (t a") K d’apres 1e théo—
reme de conjugaison (4.6).

Grace 9. cette remarque et au moyen d’un automorphisme de conjugaison lais-
sant B = [a, b,..., c, d] invariant, lequel permet de supposer que e J =2 max m J (avec
e = d+, successeur de d), on est ramené par recurrence a montrer l’équivalence dc (i) et

(iii) Soit a’ l’automorphisme a, b,..., d, 6,... —> e, a, b,..., d,... laissant fixes les let-
tres plus grandes que e; alors dans (t a") K, les lettres b,..., d, e sont en place.

La demonstration de la proposition repose alors sur le fait (4.9) que pour les let-
tres d’un intervalle D et un tableau t, l’assertion : « les lettres de D sont en place dans
t» est équivalent a: « V a: {D 0'} = {D}, les lettres de D sont en place dans to'».

Pour ne pas avoir a surcharger l’exposé par la notation des automorphismes de
conjugaison nécessaires, nous désignerons par t(a"H b...) l’image de t par l’auto-
morphisme tel que H = J,” en n’écrivant pas les lettres pour les quelles mH = a: J.

(iii) => (i) La condition que b,..., c, d, e soient en place dans t’ = t(aeI 12“]... dd e41) K
implique que les lettres b,..., c, d soient en place dans Hat] bu]... dd 34’) : on ne peut
en efi’et pas extraire (au sens 2.12) de lettres b,..., d par la gauche dans t’. Comme a
est nécessairement en place, apres un automorphisme de conjugaison sur a,..., d on
voit que les lettres a,..., d sont en place dans t(w'1... 04 def 8‘11). 11 n’est pas diflicile
de vérifier que, apres transposition de d et e, les lettres a,..., d sont encore en place.

(i) => (iii) Soit 1 la transposition de d et e; comme d est en place dans t et que
dJ 2 mJ v w < d, l’automorphisme 1: n’opére que sur la premiere ligne de t. Les
lettres a,..., d sont done en place dans t(a“J ct} def edf) tout autant que dans t(a¢1
b“! dc} e47). Dans ce dernier tableau, étant donne’ qu’il y a strictement plus de let—
tres a que de b,..., d respectivement, i1 n’y a pas de b,..., d en premiere ligne ; ces let-



156 Non—commutative structures in Algebra and Geometric Combinatorics

tres sont en place et le restent dans t(aeI b4] e”) K ; en outre, comme 1e nombre
de e n’est pas inférieur au maximum du nombre de b,..., d, la lettre e se trouve en place
apres l’opération K.

5.14 — EXEMPLE :

E]

de
ode

t(=t(a2b301d4e5)) = bbd ;
aabdeee

de de
cde cce

t(a3b3cld5e4) == bbd t(a5b203d1e4) =: bbc ;
aabddee aaaaaee

e
de de

t(a5b’c3d1e4)K= (ee- cce)R =4 cce
bbc bbce
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