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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Polynémes de Schubert. Note (*) de Alain Lascoux ct
Marcel-Paul Schiitzenberger, Correspondant de l’Académie.

Nous définissons une famille dc polynomes généralisant les fonctions symétriques de Schur, qui gréce a
l’introduction d’une for-me quadratique, permettent des calculs efiectifs dans l’anneau de cohomologie des variétés
de drapeaux.

ALGEBRAIC GEOMETR Y. — Schubert Polynomials.
We dq‘ine a family qfpolynomials generalizing Schur symmetricalfunctions. We examine a subfamily and give

explicit relations hips in the cohamology ring of theflag manifold.

1. On considere l’anneau Z [A] des polynomes en les variables de A=A,,+1 ={a1, . . .,
an+ 1 } et le groupe W = W“ 1 des permutations de A; W est engendré par les transpositions
oi échangeant ai et airr 1; chaque w e W est étendu a un isomorphisme f —) f‘” de Z [A] et on
utilise l’abréviation f1 + “’=f+f "’; les annexes I et 11 précisent les autres notations.

Soient r’, r”eZ fixes; on associe 2‘1 chaque (xi l’opérateur linéaire D6‘(r’, r”), noté D,
lorsqu’aucune confusion n’est possible, envoyant chaque feZ[A] sur le polynome :

(1.1) fD6=[f(r'+r”a,.)/(a,-—ai+1]”°*eZ[A].

On vérifie que D6 D,=r”D° et que pour tout autre transposition 1: :

(1.2) D‘I D,= D1 D6 ou D6 D1 D6: D, D, D,,

selon que 0 et 1: commutent on non.
Donc, d’aprés la proposition 5 de [14], l’opérateur Dw= D, D6,. . .Don, of; 0' o’. . . o” est

une decomposition réduite de w, est bien défini pour chaque weW. On pose désormais
6 u, = D ,0 (1, 0) et 1: I, = D w (0, 1) (cf. [1] et [3], [4] pour a, ct indépendamment [5] pour 16), et l’on
désigne par 0) l’élément de longueur maximale de W.

(1 . 3) DEFINITION. — Pour chaque permutation w e W, lepolynéme de Schubert d’indice w
est X,.,=aE am or) a‘5=a’1'a;‘1 . . .a, (cf. annexe).

Par construction, Xw est symétrique en at et a,-+1 si et seulement si 1(w)< l (w oi).
On reconnait dans :

(1.4) fnm=ni<j(ai_aj)-1Zw[(_1)l(w)aEf]w’

l’expression du symétriseur de Bott, et celle du symétriseur de Jacobi 6,9 serait obtenue en
remplacant aE par 1 dans (1.4). Les fonctions de Hall-Littlewood [11] de paramétre q sont
données par la formule :

(1-5) QI=(Hi<j(1_qaj/ai)au) "an

pour toute suite non décroissante I d’entiers positifs.
Comme (1 . 1) et (1 .2) restent valables dans l’algébre du groupe commutatif engendré par

les éléments de A, on peut prendre pourf un monéme aI oil I e Z” + 1. Utilisant les definitions
de l’annexe et la factor-isation de um en produit de 1:”, on obtient 1a for-me combinatoire du
théoréme classique de Bott :

(1.6) THEOREME (Bott). — Si 1; —E, alors aI 1t,,,=SIT (A).
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2. L.\ l ()RMULE DE Pram. -— Soit X", un polynome de Schubert et I 16 code de w. 11 résulte
immédiatement de la definition (1.3) que X", est un polynome dc degré l(w)= | 1] en les
variables de Am: {(11, . . . , am}, 011 m est la longueur de 1.

Un calcul facile montre que X”: X", quand w’ est la permutation de WW“, n’ gn, ayant
méme code I que w.

Si I est une suite non décroissante, X", est la fonction de Schur SK (Am) dont l’indice K est
l’évaluation de 1; les polynomes de 0e type correspondent aux sous-variétés de Schubert des
grassmanniennes, variétés dites « spéciales » lorsque X w = Sp (Am) on = Ap (Am), 1 $12, m g n.
Laformule 2. 2 ci-dessous pourp = 1 (c’est-a-dire pour X = S 1 (Am) = A1 (Am) = a1 + . . . + 0,.)
est due a Monk [12]; Hiller [8] a montré que cette derniere entrainait les résultats classiques
pour les grassmanniennes.

(2.1) DEFINITION. — Soient we W et p, m; 1. Un m—soulévement gauche (resp. droit) de
degrép de w est une permutation C telle que, C: C1 C2. . .Ck étant sa decomposition en cycles,
on ait :

(2-1-1) P=l(wC)-1(W)=ZI(C:);

(2.1.2) pour chaque cycle Ci, posant wi=w§i, d’une part jw>jw,. (resp. jw<jw,.) pour
exactement un j, 1gj§n+1, et d’autre part j’waéj’ wi pour exactement un j’>m (resp.
j’<m).

(2.2) FORMULE. — Soient weW et X=AP(A,,,) (resp. =SP(A,,,)). Si ngm+p, on a :

XX”: 2 Xwg,

012 la somme est étendue d tous les m-soulévements gauches (resp. droits) de degré 12 de w.
Par exemple, si X=A2 (As) (i. e. =2,§i<j§5aiaJ-) et w=351 974 286, on trouve

XXw=X4-,3 98! 256 +X472 983 156 + X 463 981275 +X462 983175‘

La preuve sc l‘ait par double recurrence sur p et m au moyen de l’identité
A,,(Am+1)=A‘,(Am)+am+1 Ap_1(A,,,) (resp. de l’identité correspondante pour Sp).

Soit .7 l’ensemble des paires (w, w’) e W x W telles que 1’on puisse trouver a e A et 0, wl,
. . ., wkeW satisfaisant Xw—Xw.—aXu=2l; f est la relation de consécutivité d’une
relation d’ordre. Soit d’autre part > la fermeture de transivité de l’union de 3/" et des paires
(w, 10’) et (w’, w) telles que X,§,.=X,c lal=o on C désigne la permutation circulaire envoyant
chaque ai sur a,-+ 1. Le préordre > est invariant pour w -> w‘ 1 et l’équivalenoe associée z est
invariante pour w —, mwco; quand wzw’, les codes de w et de w’ ont méme evaluation.

Ces remarques se déduisent du cas p=l de la formule 2.2; elles permettent de
montrer que les X", sont des polynomes a coefficients non négatifs et que
Xw=(a,+ . . . +am)(a1+ . . . +am'). . .(a1+ . . . +amu), on m, m’, ..., m” forme une suite
croissante d’entiers dont les differences sont au moins égales a 2, quand w est maximal
pour >.

3. UNE FAMILLE PARTICULIERE. — Soit S103) une fonction de Schur drapeau. On dit que la
suite I=(i1, . . ., in.) encadre B si card (Bm.\Bk)._<__m'—k+im,—ik pour tout m’gm et tout
k < m’. tel que it- 1 ¢ ik. Lorsque I est une partition et que I encadre [B , il existe une suite Cnon
décroissante de parties de A et une partition J’ telles que Sl (B) =Ay (C); cette propriété de
dualité admet une réciproque moyennant quelques definitions supplémentaires (cf. [9]).
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(3. l) THEOREME. - Unefonction de Schur drapeau SI (13) est un polynome de Schubert si et
seulement si I est une partition et encadre B. et dans ce cos I est I’évaluation du code de la
permutation indicant le polynéme de Schubert.

Réciproquement, soit weW. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X", est unefonction de Schur drap eau;
(ii) w appartient d une classe minimale de >-;
(iii) l’évaluation du code de w‘ 1 est l’adjointe de l’évaluation du code de w;
(iv) wzw’ on X”. est unefonction de Schur propre;
(v) wzw’ 01‘1 X", est un monéme.
La preuve se fait par induction sur la longueur de w. Elle repose sur un diagramme montré

51 Fun de nous par J. Riguet il y a maintes années qui joue vis-a-vis des fonctions de Schubert
un role analogue a oelui du diagramme de Ferrel-s [11] pour les fonctions de Schur [13]. Cette
construction n’a pu étre développée ici.

4. UNE FORME QUADRATIQUE. — Soient J l’idéal de Z [A] engendré par les polynomes
symétriques en toutes les variables et 9?: Z[A]/J. Il est bien connu [2] que of peut
s’interpréter comme l’anneau de cohomologie entiére de la variété des drapeaux complets de
sous-espaces vector'iels dcC” 1; une Z-base de 26” est formée des classes danséf des X”, que
nous noterons encore par la méme lettre.

Une autre base de a? est 6’={aI:IeN"+1:I§ET}.
Soient a‘, aJ 66’. On pose :

(4-1) <a‘,a’)=a“”1tm.

La difference I’ = I — J 1' satisfait —- E g I’ g E 1'. Done d’aprés le théoréme 1 . 6 et les remarques
delafrndel’anneeI, ona<a‘,aJ )=(a’,a1)e{ —1,0, 1 },avecdeplus(a‘,a‘ )=0quandI
et J n’ont pas le méme poids. 0n étend par linéarité < , ) a une forme quadratique
.9? x of -r Z.

(4.2) THEOREME. —— La base adjointe de (3’ par rapport a ( , ) estformée des polynomes
PI=H0§m§n+ I At}. (A\An—m+1)pour IE Nn+ 1 et I g E 1'.

(4.3) THEOREME. —— Pour tout w, w’eW, (Xv, Xw,)E(—1)””’ ou 0 selon que w’=cowco
ou non.

Ce dernier résultat est obtenu en étendant aux polynémes de Schubert un énoncé déja
connu pour les fonctions de Schur [10] et en utilisant 1e fait que si l(w)+l(w’)=l(m), on a
XwEaE on 0 selon que w’=(ow ou non (cf. Ehresmann [6], et Chevalley pour une
extension aux groupes de Coxeter finis).

Si Y e of est un polynéme homogene de degrép, la formule de redressement de Bott-Rota
(Bott-Rota’s straightening) :

(—1)PYEZ(Y, P1)a‘EZ(Y, aI>P, (mod. J),
011 la sommation porte sur toutes les suites I : 0g I g E 1" de poidsp, est un corollaire immédiat
du théoréme 4 . 2.; on notera qu ’elle pelmet un calcul efi‘ectif dans of.

ANNEXE I. — Le poids d’une suite I=(i1, . . . , in.) e Z“ est la somme I I I des ij; on utilise les
abréviations a1=a§u . .af; et IT=(i,,,, . . ., i1), et on réserve la notation E pour la suite (n,
n— 1, . . ., 1, 0); si tous les i,- sont g0, l’évaluation de I est la partition de |I| obtenue en
réordonnant en ordre non décroissant les 1‘]. strictement positifs.
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Soit w=(1 w, 2 w, . . ., (n + 1)w) E W une peimutation, etI la suite telle queij=ca1'd{j’ >j :
j’ w <jw } , 1 gjg n + 1. Il est clair que 0 g I g E; 16 code (de Lehmer) de w est la suite
(i1, . . . , im), 01‘: m est le plus grand indice pour lequel 1'," > 0.

ANNEXE II. — Soit B une pattie de A et dgo. On définit S, (B) [resp. Ad(B)] comme 1e
coefficient de 2“ dans le développement de 11b5,,(1 —zb)‘1 [1'esp. 111,5],(1 +zb)] et on pose
S,(B)=Ad(B)=0 pour d<0.

Soit I=(i1, . . ., im)eZ"‘, et IR =(B1, . . ., BM) une suite de parties de A. Lesfonctions de
Schur S1(|B) et AI([EB) sont :

51(B)=det I Si,+h—k (Bk)|i§h,k§m et AI(IB)=detlAi,+h—k (Bk) 1 lgh,k§m-

On dit que SI (IB) est unefonction de Schur drapeau si B1 3 B2. . . :> Bm, et une fonction de
Schur propre si B1 = . . . =Bm(= B), auquel cas on écrit simplement SI (B).

Dans 0e demier cas, les régles de « redressement » classiques [11] montrent que
SI (B) = SI, (B) 01‘: I’ est une suite non-décroissante de meme poids que I et l’on sait que 101‘sque
—E_S_I§E'[‘, on a S_I(A)=S”(A)e{ —1, 0,1}avec SI(A)=0 pour |I|9é0.

(*) Remise le 8 février 1982, acceptée 1e 29 mars 1982.
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