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удк 517.5
ОПЕРАТОРЫ СИММЕТРИЗАЦИИ В ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ КОЛЬЦАХ

А.Ласку, М.—П.Шютценберже1)

Алгебра Гекке симметрической группы @ (и + 1) может быть определена как фактор
свободной алгебры С (171, . . ., В„) по соотношениям; Коксетера 19,1); = ВіВі при | ]“ —-
—— :“ | > 2, ВіВіНВі = відділ… и соотношению Гекке ]},-В,— = уВі + т.

Более конкретный подход реализует эту алгебру как алгебру рациональных симмет-
ризующих операторов на кольце многочленов (т. е., если угодно, в аквивариантных кого—
мологиях или кольце Гротендика многообразия флагов).

В этой заметке мы характеризуем операторы, удовлетворяющие указанным соотно—
шениям, а также некоторым дополнительным условиям. Они образуют семейство, завися-
щее от пяти (однородных) параметров и допускающее ряд интересных вырождевных слу-
`таев, рассмотренных в [1—3]. Мы приводим также разложение всех рациональных сим-
метризаторов по базису из перестановок и по базису из «разделенных разностей». Нако—
нец, мы исследуем формулу типа Лейбница, обобщающую тождество Бернштейна _ Гель—
фанда -— Гельфанда [2].

В соответствии с современной практикой, все операторы будут действовать справа.
Пусть о -—— транспозиция, меняющая местами символы а и ь. Пусть Р, О =‚!= О —- две

рапиональные функции от а и Ь. Сопоставим 0, Р и О рациональный оператор Во:
; ——а Н)„ = іР + 160, действующий на рациональные функции.

Имеется 4 известных примера (см. Ш): 0 — транспозиция а и Ъ; д —— разделенная
разность: ]‘д = (! — {“)/(а —— Ь); и —— выпуклый симметризатор: іп = (іа —— [%)/(о —— Ь);
([ — л) _ дополнение к л,: )* (1 —— и) = (—і + 1“) Ь/(а —— Ь).

Рассмотрим теперь два оператора, действующие на различные пары символов. Если
эти две пары не пересекаются, то операторы коммутируют. Предположим теперь, что на-
ши пары —— это (а, о) и (Ь, с); пусть а та же, что выше, а 1: — транспозиция :; и с. Пусть
также!) иВ’ — соответствующие операторы: 10 = іР (а, о) + {“О (а, Ь), Н)’ = ]Р’ (Ь, :) +
+ {‘0’ (Ь, с), где Р’ и О’ ЧЕ О —- рациональные функции от 17 и с.

Т е о р е м а 1. Пусть а, Ь, с — три символа, а В и В’ —— соответствующие опера—
торы. Предположим, что оператор В обратим, что Р #: 0 и что операторы удовлетво-
ряют соотношению Консетера ВВ’В = В’ВП’. Тогда для того, чтобы операторы В и В’
солраняли кольцо многочленов С [а, Ь, с], необходимо и достаточно, чтобы существовали спа—
ляры ос, Ё, у, 6, п :: осб —— ру:}:0, 11% О, 1] # осб — Ву, такие, что Р (а, Ь) = (от + В)-
- (уь + )/(а —— Ь) = Р’ (а, Ь) и О = 1] -— Р = О’. В этом случаеВ иВ’ удовлетворяют од-
ному и тому же соотношению Гоппе ПВ = В (осб ——- Бу) + 11 (11 —— осб + Бу).

Полное обсуждение, слишком длинное, чтобы приводить его здесь, содержит неком—
мутативные вычисления из [5] и показывает, что неравенства между численными парамет—
рами не являются необходимыми для выполнения соотношений Ноксетера.

З а м е ч а н и е. Оператор, даваемый теоремой, может также быть записан в виде
В = д (ош + @) (уь + 6) + оп. Он может быть получен из оператора и + оп’ с помощью
дробно-линейного преобразования {а, Ь} —› {р (а), р (о)}, где р (и) = (от: + {$)/(у.е + 6).
В самом деле, образ оператора л под действием р _— это оператор і——› ;и“ = (ір (а) ——
-— 1°Р (И)/(Р @) — 9 (д)) = 1‘ [д (04а + В) (% + ($)/(066 _ 5?) + 61.

Любопытно, что этот оператор при ос = 1, р = О действует на кольце Гротендика
многообразия флагов, в то время как при ос = 7 = 0 он действует на кольце когомологий.

Пусть А = {ад . ‚. ., спд} — некоторый алфавит. Каждой перестановке р. е @ (А)
соответствует разделенная разность дд, которая может быть представлена в виде произве—
дения элементарных разделенных разностей дод где (ті —— это транспозиция символов ад

1
и ді+1 (см. [2—4]). >

Пусть Е — алгебра операторов 7: С [А] —› С [А] вида 7 = 2 Ш:? где коэф-
СЕЫА)

фициепты В; являются рациональными функциями от элементов алфавита А. В частно—
сти, все разделенные разности дп лежат в Е. Обратно, все перестановки С Е @ (А) можно
выразить через операторы дд.

Рассмотрим второй алфавит 2 = {яд, . . ., и,…} и «полу—результат
Х = И (аі -—г]); обозначим `терез 6 специализацию :, —› а1, . . ., я,… -› и,…. 060-

і+5$п+1

1) Перевод с английского А. В. Зеленинското.
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значим через А определитель Вандермонда А = П (о,- _ а,) и через а) максимальный
і<5

элемент группы @ (А), т. е. инволюцию, переставляющую каждым элемент аі 0 они.”
тогда легко проверить следующую лемму.

Л е мм а 2. Для всех и Е @ (А), и #: (и операторы Хде и Хдде равны нулю; кроме
того, Хюб = А0) и ХдЮО = со.

Это сразу же позволяет разложить произвольный элемент алгебры Е по базису { ;}
или по базису {дд}:

П р е д и о ж е н и е 3. 1) Пространство Е является свободным С [А 1-модулем с ба-
зисом {др, и Е б(А)}.

2) Каждый элемент 7 Е Е может быть записан в виде

и = % (хлещет) ад…

3) Пусть 7 = ЕСН ——элемент алгебры Е. Тогда для все:: перестановок и имеем
Хави—1 ув = (_одтлнд.

С л е д с т в и е 4. Коэффициенты в разложении элемента д„ по базису {и} с точ—
ностью до знака и множителя А совпадают : коэффициентами в разложении р. по базису
{д } т. е." ,

д„А (—1)‘<°>> = Ер (Хор—ще).
Это свойство по—видимому не было замечено ранее (ср. [1, предложение 4.24; 2, тео-

рема 5.9; 61). Лемма 2, предложение 3 и следствие 4 могут быть сформулированы в чисто
геометрических терминах, поскольку «полу—результат» допускает геометрическую интер—
претацию как класс диагонального вложения многообразия флагов.

П р и м е р: симметрическая группа @ (а, Ь, с). Пусть 0'1 —— транспозиция (о, 17), о„ —-›
транспозиция (17, с), а д„ д2 — соответствующие разделенные разности. Тогда 1А = (а ——
_В) (а—с) (5—е): д1А= (1 —б1)(а—с)(Ь—0); д2А= (1—02)(а—Ь) (11—е):
д1двА = (1 — 01) (а —С) + (01 — 1) 02 (а — 6): д2д1А = (1 102) (и — с) + (бв — 1)01(Ь— е);
дідйддА = 1 — 01 —— 02 + 0103 + 6201 — 010201. С другои стороны, 01 = (а —— Ъ) д1 — 1;
ая= (17 —с) 62 — 1; 0102= (а —— Ь) (а ——с) д1дв -— (а — Ъ) д1—(а -— с) д,+ 1; 0201=
=(а—с) (Ь—с)д2д1—(а———е)д1—(Ь——с)д„+1; 010201= со= Ады—(а—Ь) (а,——
—с)д1дя—(а—с) (Ъ —0)дяд1+ (а—с) (д1+д2) ——1-

Алгебра Е порождает некоммутативное исчисление конечных разностей, однако,
пока систематически изучались лишь частные случаи А —› {а, а, . . .}, А —› {а, 28, За, . . .}
или А —›{а, ао, ао“, . . .

В качестве примера приведем для общего случая следующую формулу типа Лейб-
ница. Пусть р, а — два натуральных числа, 1:1, . . ., т;, —— зто р транспозиций, & д1, . . .
. . ., др — соответствующие разделенные разности. Для каждой матрицы 7 =
= (Чіі)1`<і$к, 1$і$т составленной из операторов 7,15 Е, и для каждых А: функций ]‘1, . . .

. ., ік обозначим через і1- . . . 41,7 произведение (71711 - . . . ЛП,) . . . (№71… . . ‚- Укр).
П р е д л 0 ж е н и е 5. Для каждыш іс функций ]‘1, . . ., ]‘к и р разделенныш разностей

81, . . ., др справедливо равенство [1 › . . ._ . {кд1 _. . . др.:—: 211 . . . 1357, где сумма берется
по № матрицам 7, таким, что для вседа ] (1 < ] { р) ]-и столбец матрицы 7 имеет вид
ті, . . ., ті, дм 1, . . ., 1, т. е. состоит из нескольких экземпляров оператора ті, затем ров—
но одного ді и нескольких единичные операторов.

В случае когда іс = р, и все ]‘1, . . ., ік — многочлены степени 1, мы получаем осо—
бенно интересную формулу, принадлежащую Бернштейну — Гельфанду —— Гельфанду
[2‚ теорема 3.12].

П р е дл 0 ж е н и е 6. Пусть и —— перестановка длины Ци) = р, а 11, . . ., і„ —
многочлены степени 1. Тогда ;& . . . ]‘р дид1 = 2 (ддт!) . . . (]‘рдт ), где сумма берется
по всем, приведенным разложениям перестановки ;» в произведение транспозииий, т. г. по
всем произведениям и = 171, . . ., тр, таким, что 1 (1:1 . . . ті) = ]` для 1 < ]' &' р‚
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ГОТОВЯТСЯ К ПЕЧАТИ В 1988 г.:

Кириллов А. А., Гвишиани А. Д. Теоремы :: задачи функционального
анализа _… 2—е изд., перераб— 25 л.—— 1 р. 20 к. (темплан 1988 г., № 75).

’ Книгу отличает теоретическая глубина и строгость изложения, а также ориги—
нальное построение. Второе издание переработано в сторону усиления прикладной
направленности многих вопросов функционального анализа, исключения некоторых
специальных и включения более простых понятий и задач.

Л ев ит а и Б. М., С а рг он и И. С. Операторы Штурма …Лнувилля и дирака —-
25 л.—— 3 р. 90 к. (темплан 1988 г., № 29).

Излагаются основные вопросы спектральной теории оператора Штурма—Лиу-
вилля и одномерного оператора Дирака, а именно: асимптотика собственных значе-
нии и собственных функций, разложение по собственным функциям, исследование
спектра, асимптотическое распределение собственных значений, вычисление регуля—
ризованных следов, решение обратных задач. Может служить введением в общую
спектральную теорию самосопряженных операторов в пространстве Гильберта.

М Ы и б а е в К. Т., 0 т е л 6 а е в М. О. Весовые фундаментальные пространства и
спектр дифференциальных операторов —-» 20 л.—- 3 р. 30 к. (темплан 1988 г., № 33).

Рассматриваются вопросы, касающиеся двух областей функционального анали-
за,—- теорем вложения и спектральной теории дифференциальных операторов. Изла—
гаются разностные теоремы вложения, используемые в вычислительной математике.
имеются упражнения и постановки новых задач.

Н и к и ш и и Е. М., С о р о к и п В. Н. Рациональные аппроксимации н ортого-
нальность — 15 л.—— 1 р. 90 к. (темилан 1988 г., № 34).

Рассматриваются аналитические функции, ортогональные многочлены, спект-
ральнаи теория операторов, теория потенциалов, теория аппроксимации Паде и т. д.
Книгу можно считать введением в указанный круг вопросов.

Соболев С. Л. Некоторые применения функционального анаэшза в матема-
тической фивине —- 3—е изд., доп.—‹ 23 л.——=3 р. 70 к. (темплан 1988 г., № 45.)

Излагаются теории функциональных пространств, вариационный метод решения
краевых задач для эллиптических уравнений, в том числе с краевыми условиями,
заданными на миогообразиях различных размерностей, а также теория задач Коши
для гиперболических уравнений второго порядка с Переменными коэффициентами
как линейного, так и Квазилинейного типа.

Предварительные запасы на данные книги принимаются без ограничения мага—
винами Книготорги и Академкнига, распространяющими физико—математическую ли-
тературу. Только своевременно оформленный заказ гарантирует получение книги.
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