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1. Introduction. | Le pr�esent travail est une contribution �a l'�etude

de l'ordre fort ( dit aussi de Bruhat) dans un groupe de Coxeter �ni W .

Les d�e�nitions et propri�et�es relatives aux treillis, aux ensembles or-

donn�es, aux bases et aux treillis enveloppants, &c. sont rassembl�ees de

mani�ere minimale dans la section 2, les preuves et quelques exemples �etant

pr�esent�es en annexe, �egalement de fa�con minimale.

La base B d'un ensemble ordonn�e �ni (X; �) est le plus petit sous-

ensemble tel que la comparaison de deux �el�ements pour l'ordre � soit

donn�e par l'ordre d'inclusion des projections (dans 2

B

) de ces �el�ements

sur la base. La section 3 d�ecrit les rapports entre les ordres faibles et fort

sur les groupes de Coxeter, en les reliant �a diverses alg�ebres de Hecke

d�eg�en�er�ees. La base (pour l'ordre fort) est contenue dans l'ensemble de ce

que nous appelons les bigrassmanniennes ( �el�ements w 2W tels qu'il existe

une seule paire de g�en�erateurs �, �

0

tels que `(��) < `(�), `(��

0

) < `(�)).

La section 4 d�etaille le cas du groupe sym�etrique, pour lequel l'ordre

fort a �et�e d�ecrit par Ehresmann en termes d'objets combinatoires que nous

appelons clefs. La base est exactement l'ensemble des bigrassmanniennes.

Ces derni�eres d�ependent de 4 param�etres (en incluant l'ordre n du groupe),

et leur nombre est

�

n+1

3

�

. Nous montrons que le treillis enveloppant est

distributif, en application d'un �enonc�e plus g�en�eral sur les propri�et�es de

clivage des treillis enveloppants.

Dans la section suivante, nous identi�ons les �el�ements du treillis en-

veloppant �a des objets combinatoires tr�es int�eressants, les triangles, qui

ont d�ej�a �et�e rencontr�es dans un autre contexte, celui des matrices alter-

nantes. Nous montrons que les permutations vexillaires se caract�erisent de

fa�con simple en terme de leur projection sur la base.

La section 6 utilise la même notion de clivage pour d�ecouper de fa�con

it�er�ee le groupe sym�etrique en intervalles remarquables, isomorphes aux

intervalles inf�erieurs des bigrassmanniennes. Nous donnons les polynômes

de Poincar�e de ces intervalles.

La section 7 �etend les r�esultats des sections 4 et 5 aux groupes de type

B

n

. Cette fois-ci, la base ne contient pas toutes les bigrassmanniennes,
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mais le treillis enveloppant reste distributif. Le treillis de B

n

est en fait

un sous-treillis du treillis enveloppant de S(2n).

Les bases de tous les groupes de Coxeter �nis viennent d'être obtenues

dans un article r�ecent de M. Geck et S. Kim [G-Ki].

2. Treillis enveloppant. | Renvoyant les preuves �a une annexe, nous

nous limitons ici �a �enoncer les propri�et�es des treillis dont nous aurons

besoin. La plupart de celles ci sont bien connues et nous faisons r�ef�erence

au grand trait�e de G.Birkho� [Bi] ( et sp�ecialement aux chapitres III et

IX ) pour une th�eorie plus compl�ete ainsi que pour les attributions de

priorit�e.

Si (X;�) est un ensemble ordonn�e et x 2 X, nous notons [x �]

l'intervalle sup�erieur fy 2 X : x � yg et sym�etriquement, [� x] := fy 2

X : y � x]g. L'in�mum ^Y = Inf(Y ) d'une partie Y de X est l'unique

�el�ement x 2 X tel que

[� x] = \f[� y] : y 2 Y g

s'il en existe un, et ^Y = ; sinon. Sym�etriquement, le supremum _Y =

Sup(Y ) est l'unique x

0

2 X tel que

[x

0

�] = \f[y �] : y 2 Y g

s'il en existe un, ; sinon.

Un ensemble ordonn�e (X; �) est un treillis (sous-entendu complet) ssi

toute partie Y non vide admet un Inf ( et donc ausi un Sup, ainsi qu'on

le voit facilement, en prenant le Inf de l'ensemble des z tels que

Y � [� z] ).

C'est un th�eor�eme classique dû �a Mac Neille qu'il existe un treillis

minimal unique (T; �) et un isomorphisme d'ordre X ! T commutant

avec les op�erations ^ et _ quand leur valeur est un �el�ement de X.

Ce treillis (T; �) est la plus petite famille de parties de X qui contienne

X, tous les intervalles sup�erieurs [x �], x 2 X, et qui soit ferm�ee par

l'intersection ensembliste \. L'injection naturelle x �! [x �] de (X; �)

dans (T; �) fait donc correspondre �a l'op�eration Sup de (X; �) l'op�eration

\ de (2

X

; �) qui est l'op�eration Inf de (T; �); l'op�eration Inf de (X; �)

correspond quant �a elle au Sup de (T; �), o�u cette derni�ere op�eration est

d�e�nie de fa�con indirecte, ainsi que nous l'avons indiqu�e plus haut.

Nous appelerons T le treillis enveloppant de (X;�) bien que l'usage soit

d'appeler T la \compl�etion de (X;�))", parce que cette construction, qui

ne fait appel �a aucune hypoth�ese de �nitude, constitue une g�en�eralisation



3

naturelle de la construction de Dedekind (correspondant elle-même au cas

o�u l'ordre sur X est un ordre total).

On sait que de fa�con �equivalente dans le cas �ni, un treillis �ni

est un monoide commutatif idempotent �niment engendr�e (pour l'une

quelconque des deux op�erations), la relation d'ordre et la seconde op�eration

�etant alors canoniquement construites en terme de la premi�ere op�eration.

L'apport de la th�eorie des treillis au pr�esent travail consiste essentielle-

ment en les deux d�e�nitions suivantes et la proposition 2.5 :

D�e�nition 2.1. | Une relation basique est un relation R entre deux

ensembles

�

B et B telle que, en consid�erant R 2

�

B�B comme une matrice

bool�eenne, aucune ligne de R ne soit l'intersection de lignes, que la ligne

compos�ee enti�erement de 1 n'appartienne pas �a R, et que les conditions

sym�etriques soient satisfaites par les colonnes de R.

D�e�nition 2.2. | La base B (resp. la cobase

�

B ) de (X;�) est l'ensemble

des x 2 X n^X (resp. x 2 X n_X) tels que x ne puisse être obtenu comme

le Sup (resp. le Inf) d'autres �el�ements, c'est-�a-dire x 2 B (resp. x 2

�

B)

si pour toute partie Y ,

x =2 Y ) x 6= Sup(Y ) ( resp. x 6= Inf(Y ) ) :

Nous supposerons d�esormais que tous les ensembles consid�er�es sont

�nis.

Nous utiliserons la caract�erisation suivante de la base, qui permet le

calcul de cette derni�ere par simple inspection des triples d'�el�ements de X,

puisque l'assertion que x est minimal dans X n [� z] pour un z =2 [x �]

�equivaut �a [< x] n [� z] = ;.

LEMME 2.3. | Un �el�ement x 6= ^X appartient �a la base B ssi il est un

�el�ement minimal de X n [� z] pour au moins un z 2 X.

Dans le cas particulier o�u (X;�) est un treillis, on a que x 2 B ssi x

couvre un et un seul �el�ement de X, c'est-�a-dire ssi x est un _-g�en�erateur.

La base satisfait de plus une propri�et�e de minimalit�e :

PROPOSITION 2.4. | La projection � : X 3 x ! B \ [� x] 2 (2

B

;�)

est un isomorphisme d'ordre et l'on a B � C pour toute partie C de X

ayant la même propri�et�e.

Ceci permet de coder chaque �el�ement x par l'ensemble des �elements

maximaux de x �, c'est �a dire par ce que nous appelerons ses rectrices.

On a de même la projection

�

� de chaque �el�ement de X sur la cobase.

Soit R

0

�

�

B�B la relation d�e�nie par (

�

b; b) 2 R

0

ssi

�

b � b, c'est-�a-dire,

de fa�con �equivalente, ssi b 2

�

b� ou

�

b 2 b

�

�.
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PROPOSITION 2.5. | La relation R

0

est une relation basique.

Nous appelerons d�esormais la relation R

0

pr�ec�edente la relation basique

de l'ensemble ordonn�e (X; �).

TH

�

EOR

�

EME 2.6. | Chaque ensemble ordonn�e a même relation basique

que son treillis enveloppant.

Nous introduisons encore la

D�e�nition 2.7. | La paire d'�el�ements (�x; x) de l'ensemble ordonn�e (X;�)

clive X ssi X est l'union disjointe de [� �x] et [x �].

Les clivages de X sont en bijection avec ceux de son treilis enveloppant,

et les paires clivantes (�x; x)sont n�ecessairement des �el�ements de

�

B � B,

ce qui permet d'�enoncer un r�esultat classique de Birkho� sous la forme

modi��ee suivante:

TH

�

EOR

�

EME 2.8. | Une condition n�ecessaire et su�sante pour que le

treillis enveloppant d'un ensemble ordonn�e (X; �) soit distributif est qu'il

existe un isomorphisme d'ordre bijectif entre sa base et sa cobase tel que

chaque paire d'�el�ements associ�es donne un clivage.

Comme il est bien connu, il y a bijection, pour un treillis distributif,

entre les antichâ�nes de la restriction de la relation d'ordre �a la base et les

�el�ements du treillis: c'est un cas particulier de la correspondance entre les

�el�ements et leurs rectrices.

3. Ordres sur les groupes de Coxeter et alg�ebres de Iwahori-

Hecke d�eg�en�er�ees. | Soit (W;S) un groupe de Coxeter �ni, S

un syst�eme de g�en�erateurs. L'alg�ebre d' Iwahori-Hecke H(W; p; q) est

l'alg�ebre engendr�ee par des �el�ements T

s

v�eri�ant les relations de Coxeter,

plus les relations de Hecke (homog�en�eis�ees)

T

2

s

= (p+ q)T

s

� pq ;

o�u p; q sont deux constantes commutant avec les T

s

. Pour le groupe

sym�etrique, nous nous sommes attach�es �a d�evelopper les cas T

2

s

= 0

(di��erences divis�ees), T

2

s

= T

s

(di��erences divis�ees isobares), T

2

s

= �T

s

,

sans oublier l'alg�ebre du groupe ( T

2

s

= 1) , cf. [L-S 1], [L-S 2], et aussi

[Ch] pour ce qui concerne les alg�ebres de Hecke a�nes.
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Employons des notations di��erentes pour distinguer les quatre cas

sp�eciaux ci-dessus (pour les valeurs des param�etres p; q respectivement

�egales �a (0; 0), (0; 1), (0;�1) et (1;�1) ):

@

s

; �

s

; ��

s

; s

v�eri�ant respectivement

@

2

s

= 0 ; �

2

s

= �

s

; ��

2

s

= ���

s

; s

2

= 1 :

Pour chacune de ces alg�ebres, nous consid�ererons aussi le monoide

engendr�e par les g�en�erateurs T

i

.

L'alg�ebre d' Iwahori-Hecke admet une base lin�eaire fT

w

g

w2W

, en

bijection avec les �el�ements du groupe, que nous noterons respectivement

f@

w

g, f�

w

g, f��

w

g et fwg dans les cas sp�eciaux, l'alg�ebre �etant elle-même

H

@

, H

�

, H

��

et H

s

respectivement.

Les @

w

permettent de d�e�nir la longueur des �el�ements de W , les

d�ecompositions r�eduites et l'ordre faible droit ou gauche sur W .

D�e�nitions. | Etant donn�e w 2 W , la longueur maximum d'une factori-

sation dans le monoide des @

i

: @

w

= @

1

@

2

� � �@

k

(en facteurs 6= 1) est

dite longueur de w et not�ee `(w). Une factorisation de longueur maximum

est telle que les facteurs @

1

; : : : ; @

k

sont des g�en�erateurs. La factorisation

correspondante dans W : w = s

1

� � � s

k

est une d�ecomposition r�eduite de

w.

Deux �el�ements sont comparables pour l'ordre faible droit : v �

R

w ssi

@

v

est facteur gauche de @

w

, i.e. s'il existe u 2 W tel que

@

v

@

u

= @

w

:

Sym�etriquement, v �

L

w ssi @

v

est facteur droit de @

w

.

Etant donn�es deux �el�ements w;w

0

de W , il existe un plus petit v 2 W

(pour l'ordre droit) tel que @

v

ait pour facteur gauche @

w

et @

w

0

. En

d'autres termes, l'intersection des id�eaux @

w

H

@

et @

w

0

H

@

est un id�eal

principal ( = @

v

H

@

).

Similairement, il existe un plus grand facteur gauche @

v

de @

w

et @

w

0

.

L'existence d'un plus grand facteur gauche et d'un plus petit commun

multiple signi�e queW , muni de l'ordre <

R

, est un treillis. Cette propri�et�e

a �et�e montr�e par Guilbaud & Rosensthiel [G-R] pour le groupe sym�etrique,

et est due �a Bj�orner pour les autres groupes de Coxeter �nis [Bj].

Sym�etriquement, l'ordre faible gauche donne une deuxi�eme structure

de treillis, image de la pr�ec�edente par inversion des permutations.

A chacune des deux structures de treillis correspond une base.

D�e�nitions. | Pour w 2 W , l'ensemble des descentes (resp reculs) de

w est le sous-ensemble des g�en�erateurs de W tels que @

w

@

s

= 0 (resp.
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@

s

@

w

= 0). Un �el�ement est dit grassmannien s'il n'a qu'une descente. Une

bigrassmannienne est un �el�ement deW ayant une seule descente et un seul

recul.

La base de W , muni de l'ordre <

R

, est constitu�ee des �el�ements grass-

manniens, puisque ceux-ci sont exactement les w 2W ayant un et un seul

successeur.

Soit s un g�en�erateur du groupe de Coxeter (W;S). Le sous-ensemble des

�el�ements grassmanniens ayant s pour descente, auquel on adjoint l'identit�e,

est un treillis pour l'ordre <

L

(cf. [B-W]). Cet ensemble est usuellement

not�e W

s

; ses �el�ements sont les repr�esentants de longueur minimum des

classes W =W (Sns), o�u W (Sns) est le parabolique engendr�e par tous les

g�en�erateurs sauf s.

Le morphisme p

s

: W ! W

s

qui �a chaque �el�ement de W associe

l'�el�ement de longueur minimum de sa classe modulo W (S n s) est d�e�ni

par

p

s

(w) = g , @

g

est le plus grand facteur gauche de w; g 2W

s

Il est �equivalent de rechercher les d�ecompositions @

w

= @

g

@

v

, v 2

W (S ns), telles que @

v

soit de longueur maximale parmi les facteurs droits

de @

w

appartenant �a W (S n s).

On peut aussi munir W du plus petit ordre ( ordre bifaible ) contenant

<

L

et <

R

et �etudier les propri�et�es des facteurs des @

w

.

La consid�eration des sous-mots conduit, quant �a elle, �a d�e�nir un ordre

dit fort ou de Bruhat que nous noterons d�esormais � .

D�e�nitions. | On a a v � w ssi @

v

est un sous-mot de @

w

, i.e. s'il existe

deux factorisations @

v

= @

v

1

@

v

2

� � �@

v

k

et @

w

= @

w

0

@

v

1

@

w

00

@

v

2

@

w

000

� � �@

v

k

@

w

0000

.

Il su�t en fait de ne consid�erer que les sous-mots d'une seule d�ecomposition

r�eduite arbitraire de w pour obtenir tous les �el�ements v � w (cf. [Bo]).

Les id�eaux d'ordre pour l'ordre fort se d�ecrivent ais�ement dans l'alg�ebre

H

��

. On a en e�et la r�ecurrence suivante ([Vr]):

LEMME 3.1. | Soient w 2 W , s 2 S, tels que `(w) < `(ws).

Alors l'intervalle inf�erieur [� w] se d�ecompose en deux sous-ensembles

fv : v < w; vs < wg et fu : u � w; us 6< wg, et l'intervalle [� ws] est �egal

�a

[� w] [ fus : u � w; us 6< wg :

COROLLAIRE 3.2. | Pour tout w,

�

w

=

X

v�w

��

v
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et

��

w

=

X

v�w

(�1)

`(w)�`(v)

�

v

:

En e�et, soient v et s tels que `(v) < `(vs). Alors (��

v

+��

vs

)�

s

= ��

v

+��

vs

,

��

v

�

s

= ��

v

+ ��

vs

; (�

vs

� �

v

)��

s

= ��

vs

+ �

v

, �

v

��

s

= �

vs

� �

v

Ce corollaire est utilis�e de mani�ere essentielle par Fokko du Cloux [Fo]

pour impl�ementer l'ordre fort sur les groupes de Coxeter.

L'ordre fort peut s'obtenir �a partir de la restriction de l'ordre aux sous-

ensembles W

s

; s 2 S, ainsi que l'�etablit le lemme suivant dû �a Deodhar

[De], qui g�en�eralise la d�e�nition g�eom�etrique de l'ordre fort donn�ee par

Ehresmann [Eh] pour le groupe sym�etrique.

LEMME 3.3. | Soient v; w 2 W . Alors w � v ssi pour tout s 2 S,

p

s

(w) � p

s

(v).

Comme les morphismes p

s

sont des morphismes d'ordre, on peut �ecrire

la propri�et�e pr�ec�edente

(3:4) w � v , 8s 2 S; w � p

s

(v)

Plus sym�etriquement en la droite et la gauche, soient deux g�en�erateurs

r; s 2 S et

r

W

s

l'ensemble des bigrassmanniennes ayant recul r, descente s,

ensemble auquel on adjoint l'identit�e. Cet ensemble est form�e des �el�ements

minimaux des classes W (Snr) nW =W (Sns).

On dispose d'une projection p

r;s

:W !

r

W

s

telle que

p

r;s

(w) = g , @

w

= @

w

0

@

g

@

w

00

;

o�u @

g

est un facteur de @

w

de plus grande longueur parmi les g 2

r

W

s

.

L'unicit�e d'un tel facteur provient de ce que les deux projections

W !W = (Sns) et W !W (Snr) nW commutent.

La propri�et�e (3.4) implique

(3:5) w � v , 8r; 8s 2 S; w � p

r;s

(v) :

A tout �el�ement w 2W , on associe l'�el�ement

p

G

(w) := fg 2 G; g � wg � 2

G

;

o�u G est l'ensemble des bigrassmanniennes.
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TH

�

EOR

�

EME 3.6. | Soit (W; S) un groupe de Coxeter �ni. Alors la base

B de W , en tant qu'ensemble muni de l'ordre fort, est contenue dans

l'ensemble G des bigrassmanniennes.

Une bigrassmannienne b ayant recul r et descente s appartient �a la base

ssi elle n'est pas le supremum d'un sous-ensemble de bigrassamnniennes

(6= b) de mêmes descente et recul.

Preuve. | La propri�et�e (3.5) implique que p

G

soit un morphisme d'ordre.

En outre p

G

est injectif, car chaque �el�ement w est d�etermin�e par l'ensemble

des p

r;s

(w) ; r; s 2 S, qui est un sous-ensemble de p

G

(w). La caract�erisation

par minimalit�e de la base donn�ee en (2.4) implique que G contienne la base.

Les �el�ements de l'ensembleW nB sont les �el�ements deW dont l'ensemble

des rectrices est de cardinal 6= 1. Soit g une bigrassmanienne de descente

s et recul r, et soit fb

1

; : : : ; b

k

g l'ensemble de ses rectrices. Supposons que

k > 1. Alors tous les b

i

, i = 1 : : : k, ont mêmes descente et recul que g . En

e�et, s'il existe i tel que b

i

ait descente s

0

6= s, alors b

i

> b

i

s

0

et w < ws

0

.

Soient b

k+1

; : : : ; b

h

les rectrices de b

i

s

0

. La condition w � b

i

est �equivalente

�a w � b

i

s

0

, elle même �equivalente �a w � b

k+1

; : : : ; w � b

h

. L'�el�ement w

est donc le supremum de l'ensemble fb

1

; : : : ; b

i�1

; b

i+1

; : : : ; b

h

g, ce qui est

impossible puisque cet ensemble ne contient pas la rectrice b

i

.

R�eciproquement, si une bigrassmannienne dans

r

W

s

est le supremum

de fg

1

; : : : ; g

k

g �

r

W

s

, k > 1, alors elle est le supremum de leurs rectrices

qui appartiennent toutes �a

r

W

s

. Ainsi donc une bigrassmannienne de

descente s et recul r n'appartient pas �a la base ssi elle est le supremum

d'un ensemble de cardinal > 1 de bigrassmanniennes dans

r

W

s

deux �a

deux incomparables

Nous d�etaillons par la suite les bases des groupes classiques de type A

n

et B

n

.

4. Ehresmannoedre. | L'ordre fort, dit aussi de Bruhat, sur le

groupe sym�etrique est usuellement d�e�ni comme la clôture transitive des

relations de cons�ecutivit�e

f� ! �g , f9� : � = �� ; `(�) = `(�) + 1g ;

o�u �; � sont deux permutations et � une transposition, plutôt que par

sous-mots des d�ecompositions r�eduites comme au paragraphe 2.

Le groupe sym�etrique, muni de cet ordre, est dit Ehresmannoedre. Nous

allons voir que sa base consiste en l'ensemble des bigrassmanniennes. La

base est donc exactement l'intersection des bases pour les ordres faibles

droit et gauche.
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La d�e�nition originelle d'Ehresmann [Eh] de l'ordre sur le groupe

sym�etrique repose quant �a elle sur la comparaison des ensembles.

Deux sous-ensembles A et B d'un ensemble totalement ordonn�e sont

comparables : A � B ssi il existe un morphisme injectif de A dans

B. Une suite d'ensembles se repr�esente planairement par une suite de

colonnes d�ecroissantes justi��ee par le haut, ces colonnes �etant les ensembles

r�eordonn�es composant la suite. La suite d'ensembles est une châ�ne (i.e.

est croissante) si l'objet planaire est un contretableau, i.e. si les colonnes

sont de longueurs croissantes, et si toutes les lignes sont croissantes de

gauche �a droite.

Etant donn�es deux contretableaux t et t

0

de même forme, on dit que

t � t

0

ssi chaque composante de t est inf�erieure �a la composante de t

0

situ�eee au même endroit. On notera que la restriction de l'ordre au sous-

ensemble des colonnes co��ncide bien avec l'ordre sur les ensembles sous-

jacents.

Les facteurs gauches successifs d'une permutation � sont une suite d'

ensembles embô�t�es (un drapeau ). Le contretableau associ�e est dit clef(�).

Ainsi � = 2413 a pour clef

2 4 4 4

2 2 3

1 2

1

Le lemme suivant montre que l'ordre fort co��ncide avec la comparaison

des clefs, qui est la d�e�nition choisie par Ehresmann.

LEMME 4.1. | � � � ssi clef(�) � clef(�)

Chaque colonne de la clef d'une permutation d�etermine une permuta-

tion grassmannienne. Ansi la clef de � = 2413 correspond-elle �a la suite des

grassmanniennes 2 143, 24 13, 124 3, 1234. La comparaison de deux clefs

correspond donc �a la comparaison de grassmanniennes ayant même de-

scentes. C'est aussi la comparaison des partitions obtenues en soustrayant

1; 2 : : : aux colonnes de la clef.

De mani�ere sym�etrique, la comparaison des inverses des permutations

peut se d�ecrire en coupant l'alphabet f1; : : : ; ng en deux intervalles. Soit

en e�et fx < yg un alphabet �a deux lettres, et p

h

la projection de S(n)

(consid�er�e comme un ensemble de mots en 1; : : : ; n) sur le mono��de fx; yg

�

induite par le morphisme

i! x si i � h ; i! y si i > h :

L'ordre sur les mots en fx; yg se d�e�nit en comparant les degr�es en y

des facteurs gauches respectifs de même longueur des deux mots :

v � w si fv = v

0

v

00

; w = w

0

w

00

; jv

0

j = jw

0

jg ) jv

0

j

y

= jw

0

j

y

:
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On a alors

LEMME 4.2. | � � � ssi pour tout h, tout k,

j p

h

(�

1

� � ��

k

) j

y

� j p

h

(�

1

� � � �

k

j

y

:

Ainsi 2143 � 4132, car, �ecrivant f1 : : : iji + 1 : : : ng pour la projection

1; : : : ; i ! x, i+ 1; : : : ; n ! y, on a :

pour f1 j 234g, yxyy � yxyy; pour f12 j 34g, xxyy � yxyx; pour f123 j 4g,

xxyx � yxxx.

Le lemme 4.2 n'est autre que l'explicitation des projections p

hk

(vues

en 3.5) de S(n) sur l'ensemble des �el�ements de longueur minimum des

classes S(h)�S(n� h) nS(n) =S(k)�S(n� k).

On peut maintenant r�etablir la sym�etrie (pour l'inversion des permuta-

tions) de l'Ehresmannoedre, qu'avait mise �a mal la comparaison des clefs

de � et �.

Voyons tout d'abord la comparaison d'une permutation et d'une bi-

grassmannienne. Comme une bigrassmannienne b de S(n) est une permu-

tation qui a pour code un rectangle 0

r

0

r

r

1

2

0

r

3

, avec r

0

+ r

1

+ r

2

+ r

3

= n,

r

1

� 1, r

2

� 1, on la d�esignera plutôt par le symbole b = [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

].

Alors

LEMME 4.3. | Une permutation � est sup�erieure �a une bigrassmanni-

enne b = [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] ssi il y a au moins r

1

valeurs > r

0

+ r

2

dans le

facteur gauche de longueur r

0

+ r

1

de �.

Preuve. | On utilise le crit�ere 4.2. Pour la coupure de l'alphabet f1 � � � r

0

+

r

2

j r

0

+ r

2

+ 1 � � �ng, le mot x

r

0

y

r

1

x

r

2

y

r

3

= p

r

0

+r

2

(b) est clairement le

minimum des p

r

0

+r

2

(�), pour � � b.

On peut tout autant optimiser la n�egation NEG de la condition � � b

( nous prions le lecteur de se reporter �a la derni�ere partie de l'annexe o�u

est trait�ee la notion de clivage). En e�et, le mot y

r

1

�1

x

r

0

+1

y

r

3

+1

x

r

2

�1

est

le maximum des p

r

0

+r

2

(�), � 6� b, et a pour maximum dans sa �bre la

permutation

c

[r

0

r

1

r

2

r

3

]

=

n � � � (n�r

1

+2)(r

0

+r

2

) � � � r

2

(r

0

+r

2

+r

3

+1) � � � (r

0

+r

2

+1)(r

2

�1) � � � 1.

Ainsi donc les bigrasmanniennes constituent la base de l'Ehresmannoe-

dre, car �a chaque bigrassmannienne b correspond bijectivement une cobi-

grassmannienne qui est le Sup du compl�ementaire de l'intervalle sup�erieur

[b �]. En d'autres termes, on a le th�eor�eme suivant.



11

TH

�

EOR

�

EME 4.4. | Le treillis enveloppant du groupe sym�etrique est

distributif et a pour g�en�erateur les bigrassmanniennes.

Plus pr�ecis�ement, soit [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] 2 N

4

, r

1

; r

2

� 1, r

0

+r

1

+r

2

+r

3

=

n. Alors le groupe sym�etrique S(n) clive en les deux intervalles [b �] et

[� c], o�u b et c sont les bigrassmannienne et cobigrassmannienne cod�ees

par [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

].

Une permutation � appartient �a l'un ou l'autre de ces deux intervalles

selon que la composante de sa clef de coordonn�ees r

0

+ r

1

; r

1

( pour les

axes #

!

) est strictement sup�erieure �a r

0

+ r

2

ou non.

Pour S(4), l'ensemble B des bigrassmanniennes est :

f2134; 1324; 1243; 1342; 1423; 2314; 3124; 2341; 4123; 3412g

La restriction de la relation d'incidence �a S(4)�B, dont les lignes sont les

projections par � des �el�ements sur la base B est repr�esent�ee par la matrice

:

4321 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4312 : 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

4231 : 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1

4213 : 1 0 1 0 1 1 1 0 1 1

4132 : 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1

4123 : 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1

3421 : 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3412 : 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1

3241 : 0 0 1 1 1 1 0 1 1 1

3214 : 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0

3142 : 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1

3124 : 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0

2431 : 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

2413 : 0 0 0 0 1 1 1 0 1 1

2341 : 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1

2314 : 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0

2143 : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

2134 : 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1432 : 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1

1423 : 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

1342 : 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

1324 : 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

1243 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1234 : 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

En�n, les dix clivages correspondant aux bigrassmanniennes sont :

S(4) = [2134 �] [ [� 1432] = [1324 �] [ [� 2143] = [1243 �] [ [� 3214]

= [1342 �] [ [� 4213] = [1423 �] [ [� 3241] = [2314 �] [ [� 4132]

= [3124 �] [ [� 2431] = [2341 �] [ [� 4312] = [4123 �] [ [� 3421]

= [3412 �] [ [� 4231]
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Par ailleurs, les bigrassmanniennes �etant cod�ees bijectivement par les

vecteurs [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] 2 N

4

, r

1

; r

2

� 1, la fonction g�en�eratrice du nombre

de bigrassmanniennes, pour n variable, est

X

n�2

z

n�2

card

�

Base(S(n))

�

= (1� z)

�4

L'image d'une permutation par la projection p

ij

vue en 3.5 est soit

l'identit�e, soit une bigrassmannienne b ayant recul i et descente j (i.e. b a

le sous-mot i+1: : : i et b

j

> b

j+1

). En outre, si b est une bigrassmannienne

de recul i et descente j, alors b � � ) b � p

ij

(�). Les rectrices

d'une permutation � sont donc les �el�ements maximaux de l'ensemble

fp

ij

(�)g

1�i;j�n�1

. Il existe un algorithme pour d�eterminer ces rectrices,

sans calculer l'ensemble pr�ec�edent, qui repose sur le lemme suivant:

LEMME 4.5. | Il y a bijection entre les rectrices d'une permutation �

et les triples d'entiers i � j < j + 1 � k tels que

�

j+1

� �

k

< �

i

= 1 + �

k

� �

j

:

A un tel triple correspond la rectrice b = [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

], o�u

r

0

= cardfh < j : �

h

< �

k

g, r

1

= j � r

0

, r

2

= �

k

� r

0

.

Nous laissons au lecteur le soin de v�eri�er que la bigrassmannienne

associ�ee au couple : descente (�

j

> �

j+1

), recul (�

k

+ 1 : : : �

k

) est bien

maximale sous les hypoth�eses du lemme 4.5.

Graphiquement, une rectrice b correspond �a une con�guration

nord

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � � �

j

� � � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� �

i

� � � � � �

ouest � � � b � � �

k

� est

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

� � � � �

j+1

� � �

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

places � i � j j + 1 � k �

pour les axes de coordonn�ees cart�esiens "

!

, le couple (�

k

; j) �etant dit les

coordonn�ees de la rectrice.
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Outre l'ordre de Bruhat, on peut lire certaines propri�et�es des permuta-

tions sur l'ensemble de leurs rectrices. Par exemple, la proposition suivante

d�ecrit l'appartenance �a un sous-groupe de Young, sous des conditions que

l'on peut quali�er de g�eographiques car elles ne font intervenir que les

coordonn�ees r

0

+ r

1

, r

0

+ r

2

des rectrices.

PROPOSITION 4.6. | Soit � une permutation, R = R

0

] R

00

une

d�ecomposition de l'ensemble de ses rectrices ( R

0

; R

00

6= ;).

Soient n

1

; n

2

deux entiers tels que

r

0

+ r

1

� n

1

& r

0

+ r

2

� n

2

si [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] 2 R

0

> n

1

> n

2

sinon

Alors il existe un entier n

3

tel que l'on ait les mêmes relations en

rempla�cant (n

1

; n

2

) par (n

3

; n

3

), et � appartient au sous-groupe S(n

3

)�

S(n� n

3

).

Preuve. | Soient n

4

et n

5

les deux entiers : n

4

=Max

�

f�

j

: il existe une

rectrice de � dans R

0

avec r

0

+ r

1

= jg

�

; n

5

= Max

�

fkj: il existe une

rectrice de � dans R

0

avec r

0

+ r

2

= �

k

g

�

.

Par maximalit�e de n

4

= �

j

, on a �

j

> �

j+1

. D'apr�es le lemme 4.5

et l'hypoth�ese 4.6, on a �

j+1

< n

2

. Pour les mêmes raisons, on a aussi

�

k

> n

4

pour tout h > n

1

, ce qui entraine que les zones ? ne contiennent

pas de point (i; �

i

):

? ? ? ? � � � � �

? ? ? ? � � � � �

? ? ? ? � � � � �

n

4

� � � � ? ? ? ? ?

n

2

� � � � ? ? ? ? ?

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

j n

1

Le même argument s'applique �a n

5

grâce �a la sym�etrie � ! �

�1

. Le

domaine permis pour les points (i; �

i

) est donc �nalement (zone \�") :
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? ? ? ? ? ? ? � �

? ? ? ? ? ? ? � �

? ? ? ? ? ? ? � �

n

4

� � � � ? ? ? ? ?

n

2

� � � � ? ? ? ? ?

� � � � � � � ? ?

� � � � � � � ? ?

� � � � � � � ? ?

� � � � � � � ? ?

j n

1

n

5

Ceci montre que n

3

= Max(n

4

; n

5

) satisfait l'�enonc�e 4.6, et que

i � n

3

) �

i

� n

3

5. Triangles. | On peut identi�er chaque permutation � �a sa clef

K(�). La comparaison d'une permutation � et d'une bigrassmannienne

b = [r0; r

1

; r

2

; r

3

] se r�eduit �a tester une seule composante de K(�), d'apr�es

le th�eor�eme 4.4 :

(5:1) � � b ssi K(�)

r0+r1;r

1

> r

0

+ r

2

:

Le Sup ou l' Inf, dans le treillis enveloppant, d'une famille f�g de

permutations se calcule ais�ement, �etant le Sup ou l'Inf composante �a

composante des fK(�)g.

Plus pr�ecis�ement, un contretableau t de forme 12 � � �n est le sup de la

famille f�g ssi

8i; j : 1 � i � j � n; t

ij

= Sup

�

fK(�)

ij

g :

Il est ais�e de contrôler qu'un tel contre-tableau v�eri�e, pour chaque sous-

triangle �el�ementaire

�

i.e. triple de composantes adjacentes de coordonn�ees

respectives (i; j), (i; j +1) et (i+1; j+1) pour les axes #

!

�

les in�egalit�es

suivantes

(5:2)

yz

x

) fx < z & x � y & y � zg :

R�eciproquement, tout contre-tableau de forme 12 � � �n v�eri�ant les

conditions 5.2 ( que l'on appelera triangle) est le Sup de la famille de

bigrassmanniennes d�etermin�ee par chacune de ses composantes :

(5:3) t

ij

! b = [j � i; i; t

ij

+ i� j � 1; n� t

ij

� i+ 1]

On a donc
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LEMME 5.4. | Le treillis enveloppant du groupe sym�etrique S(n) est

isomorphe au treillis des triangles de forme 12 � � �n, remplis avec des

lettres dans f1; 2; : : : ; ng.

D'apr�es les travaux de Mills, Robbins & Rumsey [MRR] les triangles

(qu'ils appellent triangles monotones) sont en bijection avec les matrices

alternantes, dont le cardinal, pour l'ordre n, est

n�1

Y

0

(3k + 1)! = (n+ k)!

Cette formule, qu'ils conjecturaient, a depuis �et�e prouv�ee.

Pour S(3), le treillis enveloppant comprend un seul �el�ement qui n'est

pas une permutation : c'est le Sup de 213$

22

1

et 132$

13

1

, ainsi que l'Inf

de 231$

23

2

et 312$

33

1

. C'est donc

23

1

qui correspond �a la seule matrice

alternante d'ordre trois qui ne soit pas une permutation :

0 1 0

1 �1 1

0 1 0

.

Le treillis enveloppant de S(4) est constitu�e de 42 triangles, dont nous

�enum�erons les 18 qui ne sont pas des clefs:

2 3 3

1 2

1

1 3 4

1 2

1

2 3 4

1 2

1

2 3 4

2 2

1

3 3 4

1 2

1

2 3 4

1 3

1

3 3 4

2 2

1

2 3 4

2 3

1

3 3 4

2 3

1

2 4 4

1 2

1

3 4 4

1 2

1

2 4 4

1 3

1

3 4 4

2 2

1

2 4 4

2 3

1

3 4 4

1 3

1

3 4 4

2 3

1

3 4 4

2 3

2

4 4 4

2 3

1

L'application 5.3 d�ecrit, pour un contre-tableau t, une famille de bi-

grassmanniennes dont t est le Sup. Les �el�ements maximaux de cet ensemble

de bigrassmanniennes, c'est-�a-dire les rectrices du triangle, correspondent

bijectivement aux composantes t

ij

telles que l'image de t par t

ij

! t

ij

� 1

soit encore un triangle.

Ces composantes seront appel�ees points essentiels du triangle; un tri-

angle est donc le Sup des bigrassmanniennes correspondant �a ses points

essentiels et tout ensemble de composantes dont le triangle est le Sup con-

tient les points essentiels. Dans le cas o�u t est la clef d'une permutation

�, les points essentiels ont �et�e d�e�nis par Fulton [Fu] ( en terme de la

fonction de rang de la matrice repr�esentant la permutation).
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Un triangle sera dit vexillaire ssi l'ensemble de ses points essentiels E

v�eri�e la condition suivante (qui est g�eographique au sens donn�e plus haut

�a ce terme):

(5:5) 8(i; j) 2 E ) f(i

0

; j

0

) : i

0

� i; j

0

> jg \ E = ; :

En d'autres termes, il n'y a pas de point essentiel dans le cadran nord-est

d'un point essentiel (le domaine d'exclusion comprend le demi axe-est).

Dans le cas d'une permutation vexillaire �, cette d�e�nition, appliqu�ee

�a la clef de �, correspond �a l'une des nombreuses caract�erisations des

permutations vexillaires (cf. [Fu]).

6. Pav�es. | On a remarqu�e que le clivage associ�e �a une transposition

simple � induit le clivage de tout intervalle [� �]. Cet id�eal se d�ecompose

en un id�eal [� �] (o�u � est la permutation maximum � � � dont aucune

d�ecomposition r�eduite ne contient �) et son compl�ementaire [� �]\ [� �].

Nous donnons dans ce paragraphe une d�ecomposition du groupe

sym�etrique transversale au clivage pr�ec�edent.

Pour ce faire, consid�erons l'alg�ebre des di��erences divis�ees isobares.

A tout ensemble J � f1; : : : ; n� 1g correspond le groupe parabolique

P

J

engendr�e par les transpositions simples f�

i

ji 2 f1 : : : n�1gnJg, ainsi

que la projection p

J

du monoide engendr�e par les �

i

; i 2 f1 : : : n� 1g sur

le monoide engendr�e par les �

i

; i =2 J d�etermin�ee par �

j

! 1 pour tous

les j 2 J .

Cette projection est clairement compatible aux relations de Coxeter,

ainsi qu'aux relations �

2

i

= �

i

et donc l'image des �

�

est bien d�e�nie.

D�e�nition. | Soit k un entier, 1 � k � n � 1. Un k-pav�e est une classe

d'�equivalence pour la relation

� �

k

� , p

k

(�

�

) = p

k

(�

�

) :

Deux permutations �; � appartiennent au même k-pav�e ssi, pour deux

d�ecompositions r�eduites quelconques � = �

i

�

j

� � ��

h

et � = �

l

� � ��

m

, on

a

p

k

(�

i

�

j

� � ��

h

) = p

k

(�

l

� � ��

m

) :

Par exemple, le groupe S(4) se d�ecompose en six 1-pav�es :

[1432; 4321]; [1342; 3241]; [1423; 4213]; [1324; ; 3214]; [1243; 2143]; [1234; 2134],

qui sont des intervalles bool�eens de cardinaux respectifs 8,4,4,4,2,2 .

Des pav�es plus g�en�eraux apparaissent pour k 6= 1; n� 1.
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D�e�nition. | Soit � une permutation et k � n � 1. Les places k-

saillantes gauches de � sont les indices 1 � i � k pour lesquels

�

i

= max(f�

i

; : : : ; �

k

g); les places k-saillantes droites de � sont les indices

k < j � n pour lesquels �

j

= min(f�

k+1

; : : : ; �

j

g).

PROPOSITION 6.1. | Soit k un entier � n� 1, � une permutation dans

P

k

= S(k) � S(n � k). Soit � la permutation obtenue �a partir de � en

permutant circulairement les points saillants de � de sorte �a en faire une

suite d�ecroissante.

Alors le k-pav�e contenant � est �egal �a l'intervalle [�; �] et est isomorphe

�a l'id�eal de la bigrassmannienne [0; r; p; 0] de S(p+ r), o�u p est le nombre

de points saillants gauches de �, r le nombre de points saillants droits.

Une permutation � appartient au pav�e de � ssi �

i

= �

i

) �

i

= �

i

et l'image de � par la projection de S(n) sur S(p + r) qui consiste en

l'e�acement des valeurs communes �a � et �, est sup�erieure (pour l'ordre

de Bruhat) �a l'image de �.

Ainsi, pour k = 5 et

� = 5 3 4 1 2 11 9 12 7 8 6 10

places 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

( les point saillants sont en gras) , le maximum du pav�e est

� = 11 3 9 1 7 6 5 12 4 8 2 10 :

Une permutation � appartient au pav�e ssi �

2

= 3, �

4

= 1, �

8

= 12,

�

12

= 10 et (�

1

; �

3

; �

5

; �

6

; �

7

; �

9

; �

11

) � (5; 4; 2; 11; 9; 7; 6).

Preuve. | La permutation � est le produit direct des deux permutations

�

0

= �

1

: : : �

k

k + 1 : : : n et �

00

= 1 : : : k �

k+1

: : : �

n

. Une permutation � est

dans la �bre de � ssi p

k:::n�1

(�) = �

0

et p

1:::k

(�) = �

00

. Or le code de

p

k:::n�1

(�) est l'inf du code de � et du vecteur [k� 1; : : : ; 1; 0; : : : ; 0], ainsi

qu'on le voit en consid�erant le d�ecomposition r�eduite de � associ�ee au code

(i.e. le code consid�er�e est le vecteur [inf(c

1

; k � 1); : : : ; inf(c

k

; 0); : : : ; 0],

o�u [c

1

; : : : ; c

n

] est le code de � ).

Il s'ensuit que la condition n�ecessaire et su�sante que � soit dans la

�bre de � est que

� l'inf du code de � et [k � 1 : : : 0 : : :0] est �egal au code de �

0

� l'inf du code de !�! et [n � k � 1 : : :0 : : : 0] est �egal au code de

!�

00

!.

Il n'est pas di�cile de v�eri�er que � satisfait �a ces deux conditions.

Comme les morphismes de sp�ecialisation p

J

sont des morphismes

d'ordre (i.e. � � � ) p

J

(�) � p

J

(�)), on en d�eduit que l'intervalle [�; �]

est contenu tout entier dans une seule �bre.
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Nous �epargnerons au lecteur la v�eri�cation que toute permutation

appartient �a un et un seul de ces intervalles.

Par ailleurs, l'intervalle [�; �] a pour image dans S(p + r), apr�es

e�acement des points �xes et retour �a l'alphabet f1; 2; : : : ; p+rg l'intervalle

[(p : : :1) ; (p+ r : : : p+ 1)]. L'image de cet intervalle, par multiplication �a

gauche par !, est l'intervalle [(1 : : : p) ; (p+1 : : : p+ r)] qui n'est autre que

l'intervalle inf�erieur de la bigrassmannienne [0; r; p; 0]

L'�enum�eration des pav�es isomorphes �a l'id�eal de la bigrassmannienne

[0; r; p; 0] ( disons de type [0; r; p; 0] ) est donn�e par le lemme suivant,

en d�esignant par �

i

(k) le nombre de Stirling �egal �a la i��eme fonction

�el�ementaire des entiers 0; 1; : : : ; k � 1.

LEMME 6.2. | Le nombre de k�pav�es de type [0; r; p; 0] est �egal au

produit des nombres de Stirling �

k�p

(k) �

n�k�r

(n� k)

Preuve. | Soit n(k; r; p) le nombre de pav�es de type [0; r; p; 0]. La

projection "e�acement de la lettre 1" :

S(n) 3 �! �n1 2 S(n� 1)

donne une r�ecurrence sur le nombre de pav�es.

En e�et, soit � le minimum d'un k�pav�e. Si �

k

= 1, alors le pav�e est

de type [0; r; p; 0] ssi le pav�e contenant �n1 est de type [0; r; p� 1; 0].

Si �

k

6= 1, l'e�acement de 1 donne un pav�e isomorphe. Comme il y a

k � 1 permutations � qui se projettent sur �n1, et telles que �

k

6= 1, on a

la r�ecurrence n(k; r; p) = (k � 1)n(k � 1; r; p) + n(k � 1; r; p� 1)

Exemple. | Les �bres de la projection p

3

: S(7)! S(3)�S(4) sont les

bigrassmanniennes suivantes. On regroupe les pav�es de type [0; r; p; 0] et

[0; p; r; 0] qui sont isomorphes, et on �ecrit �

ij

pour �

i

(3)�

j

(4) :

[p; r] [11] [12] [13] [14] [22] [23] [24] [33] [34]

card 12 40 18 2 33 29 3 6 1

= �

23

�

22

+ �

13

�

21

+ �

03

�

20

�

12

�

02

+ �

11

�

10

�

01

�

00

Molev [Mo] a utilis�e une d�ecomposition du groupe sym�etrique en

intervalles bool�eens pour d�evelopper le d�eterminant de Sklyanin et d�ecrire

le centre de l'alg�ebre enveloppante dans le cas des groupes orthogonaux

et symplectiques. Quoique le nombre des pav�es soit encore un nombre

de Stirling, cette d�ecomposition est di��erente de celle que nous venons

d'exposer.

Ayant d�ecompos�e le groupe sym�etrique en pav�es, il nous reste �a

d�ecrire ceux-ci en tant qu'intervalles pour l'ordre de Bruhat. Nous nous

contenterons de donner la fonction g�en�eratrice du nombre d'�el�ements dans

l'intervalle, class�es par nombre d'inversions, autrement dit le Polynôme de

Poincar�e de l'intervalle.



19

Soit une bigrassmannienne b = [0; r; p; 0]. Notons G(r; p) le polynôme

de Poincar�e :=

P

��b

z

`(�)

de b.

Nous voulons d�ecrire l'intervalle inf�erieur de b. Celle derni�ere a une

d�ecomposition r�eduite canonique que l'on peut �ecrire planairement dans

un rectangle (lisant par colonnes, de gauche �a droite):

�

p

�

p+1

� � � �

p+r�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

1

�

2

� � � �

r

Comme l'intervalle se calcule �a l'aide de (3.2), c'est-�a-dire de la

d�ecomposition des produits de �

i

dans la base des ��

�

, le polynôme de

Poincar�e G(r; p) est obtenu par r�ecurrence �a partir du lemme suivant.

LEMME 6.3. | Soient p et r deux entiers. Alors on a l'identit�e

�

p

�

p+1

� � � �

p+r�1

�

�

p�1

�

p

� � � �

p+r�2

��

p+r�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�

1

�

2

� � � �

r

��

r+1

=

��

p�1

��

p

� � � ��

p+r�1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

��

1

��

2

� � � ��

r+1

� �

1

� � � �

r

Preuve. | Ecrivons i pour �

i

, i

0

pour ��

i

. On a, pour deux entiers

cons�ecutifs quelconques,

434

0

= 43

0

4

0

= 3

0

4

0

3 ;

et donc, pour deux lignes,

2 3 4 �

1 2 3 4

0

=

2 3

1 2 3

0

4

0

3

=

2

1 2

0

3

0

4

0

2 3

= 1

0

2

0

3

0

4

0

1 2 3

Finalement, pour un nombre quelconque de lignes,

3 4 5 �

2 3 4 5

0

1 2 3 4

0

=

2

0

3

0

4

0

5

0

�

� 2 3 4 �

� 1 2 3 4

0

=

2

0

3

0

4

0

5

0

1

0

2

0

3

0

4

0

� 1 2 3

;

ce qui est bien le lemme

On intialise la r�ecurrence sur les polynômes de Poincar�e en �ecrivant

que la derni�ere colonne de l'expression planaire de �

b

, disons �

6

�

5

�

4

�

3

est

�egale �a
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�

6

�

5

�

4

�

3

= (1 + �

6

)(1 + �

5

)(1 + �

4

)(1 + �

3

)

Par application r�ep�et�ee de 6.3, en regroupant les termes et en employant

les notations des �-anneaux ( les fonctions S

i

(r + x) sont les coe�cients

de la s�erie en z 1=(1� zx)(1� z)

r

, i.e.

1=(1� zx)(1� z)

r

= S

0

(r + x) + zS

1

(r + x) + z

2

S

2

(r + x) + : : :),

on obtient

PROPOSITION 6.4. | Soient r; p des entiers � 1 et Z = z

r+1

. Alors

G(r + 1; p) = (S

p�1

(1 + z) + z

p

)G(r; p) + ZS

p�2

(2 + z)G(r; p � 1) +

Z

2

S

p�3

((3+ z)G(r; p� 2)+ � � �+Z

p�2

S

1

(p� 1+ z)G(r; 2)+Z

p�1

S

0

(r; 1)

Le cas initial G(r; 1), c'est �a dire de l'id�eal d'un cycle b = (2; : : : ; r+1; 1)

est donn�e par la sp�ecialisation �

i

= 1 + z 8i. En e�et, �

b

= (1 +

�

1

) � � � (1 + �

r

) =

P

��b

�

�

est une expression dont le d�eveloppement ne

fait apparâ�tre aucun carr�e �

i

2

. Les �el�ements de l'intervalle [� b] sont en

correspondance bijective avec les sous-mots de la d�ecomposition r�eduite

b = �

1

�

2

� � ��

r

. Cet intervalle est bool�een et l'on a G(r; 1) = (1 + z)

r

, ce

qui r�esulte aussi du fait bien connu que l'id�eal d'un cycle b est un intervalle

bool�een.

Comme exemple de la proposition, on a

G(7; 4) = (1 + z + z

2

+ z

3

+ z

4

)G(6; 4) + z

7

(3 + 2z + z

2

)G(6; 3) + z

14

(3 +

z)G(6; 2)+z

21

G(6; 1) = 1+10z+54z

2

+209z

3

+ : : :+252z

26

+28z

27

+z

28

est le polynôme de Poincar�e d'un pav�e de cardinal 1315666 de S(11) que

nous nous dispenserons d'�enum�erer.

Table des coe�cients des G(r; p), pour 4 � r � p � 2

card

G(2; 2) 1 3 5 4 1 14

G(3; 2) 1 4 9 13 12 6 1 46

G(3; 3) 1 5 14 29 45 53 46 27 9 1 230

G(4; 2) 1 5 14 26 35 34 22 8 1 146

G(4; 3) 1 6 20 49 95 150 195 206 173 110 48 12 1 1066

G(4; 4) 1 7 27 76 174 337 562 815 1029 1125 1052 823 521

252 84 16 1 6902

7. Groupe B

n

. | Le goupe B

n

est engendr�e par n g�en�erateurs

s

1

; : : : ; s

n

qui satisfont aux mêmes relations que les g�en�erateurs du groupe

sym�etrique, mis �a part le remplacement de (s

1

s

2

)

3

= 1 par

(s

1

s

2

)

4

= 1
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Chaque �el�ement peut être d�ecrit par sa d�ecomposition r�eduite lexi-

cographiquement minimale ( drlm ). Ecrivant i pour s

i

, celle-ci est un

sous-mot de la d�ecomposition de l'�el�ement maximal :

(1) (212) (32123) � � � (n : : :212 : : : n)

qui est form�e de facteurs gauches de chacun des blocs indiqu�es entre

parenth�eses.

On peut donc coder bijectivement un �el�ement de B

n

par la suite des

longueurs des facteurs successifs de sa drlm ; les �el�ements de B

n

sont en

bijection avec les vecteurs c dans N

n

, c � [1; 3; 5; : : : ; 2n + 1] que nous

appelerons codes.

Les �el�ements de B

n

peuvent aussi être repr�esent�es par les permutations

sign�ees de f1; : : : ; ng, en interpr�etant s

1

comme le morphisme de Z

n

:

u = [u

1

; : : : ; u

n

]! us

1

= [�u

1

; u

2

; : : : ; u

n

]

et s

i

, i = 2; : : : ; n, comme la transposition simple �echangeant les com-

posantes u

i�1

et u

i

.

Une deuxi�eme repr�esentation est le plongement dans S(2n) d�e�ni par

s

1

! �

n

; s

2

! �

n�1

�

n+1

; : : : ; s

n

! �

1

�

2n�1

;

o�u les �

i

sont les transpositions simples de S(2n). L'image de B

n

est alors

l'ensemble des permutations � palindromes, i.e. telles que �

i

+ �

2n�i

=

2n+ 1, i = 1; : : : ; n.

Le passage du code �a chacune de ces deux repr�esentations est imm�ediat

et correspond �a compter les inversions. Ainsi le code [1; 0; 5; 2] correspond

�a la d�ecomposition r�eduite (1)()(32123)(43), �a la permutation sign�ee

[�1; 4; 2;�3] et au palindrome 73154862. En e�et, c

4

= 2 indique la place

de 4 (�a partir de la droite) dans la permutation sign�ee et la place de 8

dans le palindrome; c

3

= 5 donne la place de -3 dans [�1; 2;�3], le signe

- impliquant que l'on compte la place �a partir de la gauche en ajoutant

l'ordre (=3), ainsi que la place de 7 dans le palindrome 735462.

On passe de la permutation sign�eee au palindrome par duplication et

retour �a l'alphabet f1; 2; : : : ; 2ng par translation de n:

[�1; 4; 2;�3]! [3;�2;�4; 1] ; [�1; 4; 2;�3] � 73154862

Le g�en�erateur s

1

joue un rôle particulier, ce qui conduit �a distinguer

deux types de facteurs v d'une drlm :
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� colonne si s

1

=2 v (i.e. v = s

k

� � � s

k�i

, i < k � 1)

� �equerre sinon.

Le produit d'une colonne ou d'une �equerre par un g�en�erateur s

i

est

instantan�e et permet ainsi de d'expliciter l'action, �a gauche ou �a droite,

de B

n

sur les codes.

Soit un �el�ement de B

n

dont le code n'a que deux composantes non

nulles. Cet �el�ement n'est une bigrassmannienne que dans les seuls cas

suivants:

(cc) c

1

= 0 = c

k�1

; c

k

= c

k+1

< k; c

k+2

= 0 = � � � = c

n

(ee) c

1

= 0 = c

k�1

; = c

k+1

= c

k

+ 1 � k + 1 < k; c

k+2

= 0 = � � � = c

n

(ec) c

1

= 0 = c

k�1

; c

k

� k; c

k+1

= 2k + 1� c

k

; c

k+2

= 0 = � � � = c

n

Les facteurs correspondants de la drlm sont respectivement (colonne,colonne);

(�equerre, �equerre); (�equerre, colonne).

Par exemple, pour k = 5, avec i au lieu de s

i

, les drlm suivantes

illustrent ces trois types :

(cc) (543) (654)

(ee) (5432123) (65432123)

(ec) (5432123) (654)

Par r�ecurrence sur le nombre de facteurs, on en d�eduit la caract�erisation

des codes des bigrassmanniennes de B

n

:

LEMME 7.1. | Un vecteur c dans N

n

est le code d'une bigrassmannienne

de B

n

ssi

i) c � [1; 3; : : : ; 2n + 1]; ses composantes non nulles sont cons�ecutives

et constituent une suite d'�equerres suivie par une suite de colonnes (l'une

de ces deux suites peut être vide)

ii) chaque paire de composantes adjacentes non nulles v�eri�e la condi-

tion cc), ee) ou ec) indiqu�ee par son type.

Par exemple, l'ensemble des codes des bigrassmanniennes de B

3

est

f[0; 3; 4]; [1; 2; 3]; [0; 0; 5]; [0; 2; 3]; [1; 2; 2]; [0; 0; 4]; [0; 3; 1]; [0; 2; 2]; [0; 0; 3]; [0; 3; 0]; [1; 2; 0];

[1; 1; 1]; [0; 0; 2]; [0; 1; 1]; [0; 2; 0]; [1; 1; 0]; [0; 0; 1]; [0; 1; 0]; [1; 0; 0]g

Du lemme pr�ec�edent, on d�eduit la fonction g�en�eratrice du nombre des

bigrassmanniennes :

LEMME 7.2. | la fonction

P

1

n=1

z

n�1

card(fbigr(B

n

)g) est �egale �a

(1� z)

�5

+ z(1� z)

�4

= 1 + 6z + 19z

2

+ 45z

3

+ 90z

4

+ : : :

Nous allons voir que l'ensemble des bigrassmanniennes contient stricte-

ment la base de B

n

, pour n � 4.

Comme l'ordre de Bruhat sur B

n

co��ncide avec la restriction de l'ordre

de Bruhat sur S(2n) au sous-ensemble des permutations palindromes
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[Lak], [Pr], on peut d�ecrire l'ordre de B

n

en utilisant les bigrassamnniennes

de S(2n).

Tout d'abord, on remarque que pour les permutations palindromes

� � bigr[r

0

; r

1

; r

2

; r

3

], � � bigr[r

3

; r

2

; r

1

; r

0

] :

Appelons couple miroir un tel couple de bigrassmanniennes, invariant

par le retournement [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

]! [r

3

; r

2

; r

1

; r

0

].

En particulier, l'ensemble des rectrices d'une permutation palindrome

est form�e de couples miroirs dont il su�t de se donner un seul des deux

�el�ements.

D�e�nition. | Les rectrices d'un �el�ement de B

n

sont les rectrices

[r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] de son image palindrome qui sont telles que

fr

0

< r

3

g ou fr

0

= r

3

& r

1

� r

2

g.

Les �el�ements de B

n

sont d�etermin�es par leurs rectrices, puisque les

�el�ements de S(2n) le sont. L'ordre de Bruhat sur les �el�ements de B

n

est

induit par l'ordre sur les bigrassmanniennes de S(2n). Plus explicitement,

tenant compte de ce que l'on n'a pris que la moiti�e des rectrices des

palindromes par raison de sym�etrie, on a

[r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] �

B

n

[p

0

; p

1

; p

2

; p

3

]

ssi

[r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] �

S(2n)

[p

0

; p

1

; p

2

; p

3

] ou [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] �

S(2n)

[p

3

; p

2

; p

1

; p

0

]

LEMME 7.3. | Soit b = [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] une bigrassmannienne de S(2n).

Alors l'ensemble des permutations palindromes � b admet un �el�ement

inf�erieur, not�e b

+

. Sym�etriquement, l'ensemble des permutations palin-

dromes inf�erieures �a une cobigrassmannienne c de S(2n) a un supremum,

not�e c

�

.

De plus l'�el�ement correspondant �a b

+

(resp c

�

) dans B

n

est une

bigrassmannienne (resp. cobigrassmannienne).

Preuve. | On peut supposer que b = [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] avec r

0

< r

3

ou

r

0

= r

3

& r

1

� r

2

. On a quatre cas possibles, suivant que r

0

+ r

1

� n ou

non, et r

0

+ r

2

� n ou non.

Prenons par exemple r

0

+ r

1

> n et r

0

+ r

2

� n. On cherche les

palindromes tels que le facteur gauche de longueur r

0

+ r

1

contienne au

moins r

1

valeurs > r

0

+ r

2

. L'ensemble des valeurs f1; : : : ; 2ng est coup�e

en trois intervalles X = f1; : : : ; r

0

+ r

2

g, Y

0

= fr

0

+ r

2

+ 1; : : : ; r

1

+ r

3

g,

Y

00

= fr

1

+ r

3

+ 1; : : : ; 2ng.

De même, les permutations, consid�er�ees comme mots, sont coup�ees en

trois segments de longueurs respectives r

2

+r

3

, r

0

+r

1

�r

2

�r

3

, r

2

+r

3

. Pour
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la projection p : X ! x, Y

0

! y

0

, Y

00

sur l'alphabet fx < y

0

< y

00

g, on a

que � � b implique que le facteur gauche de longueur r

0

+ r

1

contient au

moins r

1

valeurs dans Y

0

[Y

00

. Tenant compte de ce que � est palindrome,

cela implique que

� � [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] , p(�) � v := x

r

0

y

0

�

y

00

r

2

y

0

2�

x

r

2

y

0

�

y

00

r

0

;

avec � = r

3

� r

0

, � = r

0

+ r

1

� n.

Ce mot est l'inf des palindromes d'�evaluation x

r

0

+r

2

y

0

r

1

+r

3

�r

0

�r

2

y

00

r

0

+r

2

qui soient plus grands que p(b). Le palindrome minimum qui se projette

sur v est, en marquant les mêmes coupures que v,

b

+

:= 1 : : : r

0

j r

0

+ r

2

+ 1 : : : ; r

2

+ r

3

j r

1

+ r

3

+ 1 : : : r

1

+ r

2

+ r

3

j

r

2

+r

3

+1 : : : r

0

+r

1

j r

0

: : : r

0

+r

2

j r

0

+r

1

+1 : : : r

1

+r

3

j 2n�r

0

+1 : : : 2n.

Comme dans le cas du groupe sym�etrique, on termine l'analyse en

v�eri�ant que p(b

+

) reste bien minimum lorsque l'on fait varier la projection

d'alphabet p : f1 : : :2ng ! fx; yg.

Les trois autres cas se traitent explicitement de la même mani�ere.

Etant donn�ee une bigrassmannienne b = [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

] de S(2n), la

cobigrassmannienne qui clive avec elle est c = !b

0

, avec b

0

= [r

1

� 1; r

0

+

1; r

3

+1; r

2

�1]. De l'existence de b

0

+

, on d�eduit donc par multiplication par

! l'existence d'une permutation palindrome maximale dans l'id�eal [� c]

compl�ementaire de [b �], qui n'est autre que !b

0

+

.

En�n, on voit, sur son expression explicite, que b

+

a deux descentes,

lesquelles sont �a des places sym�etriques, de même que son inverse. En

d'autres termes, l'�el�ement correspondant de B

n

est une bigrassmannienne

TH

�

EOR

�

EME 7.4. | L'image de la base de B

n

dans S(2n) est l'ensemble

des palindromes fb

+

g qui sont les Sup respectifs des couples miroirs

de bigrassmanniennes de S(2n), et en correspondance bijective avec ces

derniers.

Le treillis enveloppant de B

n

est distributif, i.e. chaque �el�ement de la

base clive B

n

en une union disjointe de deux intervalles.

La base est un sous-ensemble strict de l'ensemble des bigrassmanniennes

de B

n

.

Remarque. | Le cardinal de la base de B

n

est n(2n

2

+ 1)=3, et donc la

fonction g�en�eratrice des cardinaux est

(1 + z)

2

=(1� z)

4

= 1 + z + 19z

2

+ 44z

3

+ 85z

4

+ � � � :

Le rapport card(base(B

n

))=card(Bigr(B

n

)) tend vers 0 comme 1=n

lorsque n tend vers l'in�ni.
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La seule bigrassmannienne de B

4

qui n'appartient pas �a la base a pour

code [0042] et drlm s

3

s

2

s

1

s

2

s

4

s

3

; elle est le sup des deux �el�ements de la

base [0050] = s

3

s

2

s

1

s

2

s

3

et [0022] = s

3

s

2

s

4

s

3

. Les cinq bigrassmanniennes

de B

5

exclues de la base ont pour codes respectifs

[00053]; [00420]; [00062]; [00422]; [00453]

8. Annexe. | Commen�cons par rappeler bri�evement la preuve clas-

sique du th�eor�eme de Mac Neille fournie par la m�ethode de O.Ore.

Soit donn�ee une relation R �

�

X � X entre deux ensembles

�

X et

X. Pour chaque x 2 X, nous posons x�� = f�x 2

�

X : (�x; x) 2 Rg et

Y �� = \fy�� : y 2 Y g pour chaque partie Y 6= ;; X de X. On convient de

plus que ;�� =

�

X et X �� = ;.

On d�e�nit de même � en �echangeant le rôle de X et de

�

X, et tous les

�enonc�es qui suivent restent valides par cet �echange, un ph�enom�ene que

nous nous dispenserons souvent de mentionner.

Il est clair que �� : 2

X

! 2

�

X

est d�ecroissante

(Y

0

� Y 2 2

X

) Y �� � Y

0

��)

et que ��� : 2

X

! 2

X

est croissante ( Y 2 2

X

) Y � Y ���).

On a donc ����� = �� ( et ���� = �) puisque

Y �� � (Y ��)��� = Y ����� = (Y ���)�� � Y ��

identiquement.

Soit maintenant

�

T = fY �� : Y 2 2

X

g 2 2

2

X

. D'apr�es la d�e�nition de

�� : 2

X

! 2

X

, la famille (

�

T ;�) de parties de

�

X munie de l'ordre d'inclusion,

est un treillis dans lequel l'op�eration Inf est l'intersection ensembliste \.

Plus pr�ecis�ement, (

�

T ;�) est le plus petit treillis contenant tous les x��

(x 2 X).

Sym�etriquement, T = f

�

Y � :

�

Y 2 2

�

X

g 2 2

2

X

est le treillis engendr�e par

les �x� (�x 2

�

X). Si Y 2 T , on a, par d�e�nition, Y �� 2

�

T et Y =

�

Y

0

� pour

une certaine partie

�

Y

0

de

�

X. On a donc

Y ��� =

�

Y

0

���� =

�

Y

0

� = Y ;

ce qui montre que les restrictions �� : T !

�

T et � :

�

T ! T sont deux

antiisomorphismes (de la relation d'ordre �) inverses l'un de l'autre.
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Autrement dit, si fY

i

: i 2 J g est une famille d'�el�ements de T , on a

InffY

i

: i 2 J g = \fY

i

: i 2 J g 2 T , cependant que SupfY

i

: i 2 J g =

�

Z�, avec

�

Z = \fY

i

�� : i 2 J g 2

�

T .

Nous appelerons T et

�

T le X-treillis et le

�

X-treillis engendr�es par R et

nous utiliserons l'abr�eviation

Diag(R) = f(

�

Y ; Y ) 2 2

�

X

� 2

X

:

�

Y � = Y ;Y �� =

�

Y g �

�

T � T :

En consid�erant, comme ci-dessus, R comme une matrice bool�eenne,

une paire de parties (

�

Y ; Y ) sera appel�e un rectangle (de 1 ) ssi

�

Y � Y est

contenu dans R. Par construction, les paires (

�

Y � Y ) 2 Diag(R) sont les

rectangles maximaux de R, en ce sens que, �etant donn�e Y � X,

�

Y est la

plus grande partie de

�

X telle que

�

Y �Y soit un rectangle, et que l'on ait la

condition sym�etrique sur Y par rapport �a

�

Y . Par d�e�nition, les �el�ements

de

�

T et T sont les projections de Diag(R) sur 2

X

et 2

X

.

Consid�erons deux parties

�

X

1

de

�

X et X

2

de X.

Elles d�e�nissent par restriction trois autres relations

R

1

= R\ (

�

X

1

�X) ; R

2

= R \ (

�

X �X

2

) ; R

3

= R\ (

�

X

1

�X

2

)

engendrant les paires de treillis (

�

T

1

; T

1

), (

�

T

2

; T

2

), (

�

T

3

; T

3

).

Par d�e�nition T

1

(resp.

�

T

2

) est une famille de parties de X (resp.

�

X)

contenue dans T (resp. dans

�

T ) et l'injection naturelle T

1

! T (resp.

�

T

2

!

�

T ) est un morphisme pour l'op�eration Inf puisque cette derni�ere

n'est autre que l'op�eration ensembliste \.

On a de même des morphismes canoniques

�

T

3

!

�

T

1

et T

3

! T

2

.

LEMME 8.1. | Si

�

X

1

et X

2

sont tels que T

1

= T et

�

T

2

=

�

T , on a

T

3

= T et

�

T

3

=

�

T :

Preuve. | En posant X

1

= X,

�

X

2

=

�

X,

�

X

3

=

�

X

1

et X

3

= X

2

, les

hypoth�eses et la conclusion peuvent s'�ecrire

Diag(R) = Diag(R) \ f2

X

i

� 2

X

i

g (= Diag(R

i

)) ;

respectivement pour i = 1; 2 et pour i = 3.

Supposons que (

�

Y ; Y ) soit un rectangle maximal dans

�

X

2

� X

1

. On

a d'une part

�

Y � Y � R

3

, donc � R, et d'autre part que pour chaque

z 2 X

1

n Y , il y au moins un �y 2

�

Y pour lequel (y; z) =2 R

3

, donc =2 R, et

sym�etriquement pour chaque z 2

�

X

2

n

�

Y . Ceci implique que (

�

Y ; Y ) est la
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restriction �a X

2

�Y du rectangle maximal (Y ��;

�

Y �) 2 Diag(R) et �etablit

que

Diag(R

3

) � Diag(R) \ (2

X

1

� 2

X

2

) :

R�eciproquement, soit maintenant

�

Y � Y 2 Diag(R). Sa restriction �a

�

X

1

�X

2

est encore un rectangle dont il su�t de prouver qu'il est maximal

pour chaque z 2 XnY . Or la maximalit�e de

�

Y �Y implique l'existence d'au

moins un �y 2

�

Y tel que (�y; z) =2 R et l'hypoth�ese Diag(R

1

) = Diag(R)

implique que l'on puisse prendre un tel �y dans

�

Y \

�

X

1

.

Un argument sym�etrique s'applique aux �z 2

�

X n

�

Y , ce qui ach�eve la

preuve

Nous en venons maintenant �a la preuve des r�esultats �enonc�es au

paragraphe 2.

LEMME 2.3. | Soit (X; �) un ensemble ordonn�e. Un �el�ement x 6= ^X

appartient �a la base B ssi il est un �el�ement minimal de X n [� z] pour au

moins un z 2 X.

Quand (X; �) est un treillis, cette condition est remplie ssi x couvre

exactement un autre �el�ement de X.

Preuve. | Soit x un �el�ement de X n ^X. Par d�e�nition, il appartient au

compl�ement de X n B de la base ssi il existe une partie Y 6= ; de X telle

que

(?) x =2 Y & [x �] = \f[y �] : y 2 Y g :

On observe d'abord que cette relation est vraie pour un Y 6= ; ssi elle est

vraie pour le cas particulier de Y = [< x] (:= [x �]nx). En e�et, si Y

satisfait (?) on a y 2 [< x] pour chaque y 2 Y , et d'autre part Y [ fyg

satisfait encore (?) pour chaque y 2 [< x]. On a donc x 2 X nB ssi

[x �] = Z , o�u Z :== \f[y �] : y 2 [< x]g :

Par construction Z n [� x] est l'ensemble des z 2 X tel que x soit un

�el�ement minimal de X n [� z]. On a donc x 2 X n B ou x 2 B selon que

Z n [� x] est vide ou non. Il est clair que x 2 B quand x ( 6= ^X) est un

�el�ement minimal de X, car il su�t de prendre n'importe quel z 2 Xn[� x].

Il en est de même quand x couvre un seul �el�ement, qui est alors Sup([< x]).

Le cas particulier o�u (X; �) est un treillis est trivial puisque l'on a alors

^X 6= ; et pour tout x 2 X n ^X, Sup([< x] 6= ;)

PROPOSITION 2.4. | La projection sur la base � : X 3 x! B\ [� x] 2

(2

B

;�) est un isomorphisme d'ordre et l'on a B � C pour toute partie C

de X ayant la même propri�et�e.
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Preuve. | Soient y; z 2 X. Si Y := [� y] n [< z] est vide, c'est-�a-dire si

y � z on a y� � z�. Pour �etablir que � est isomorphisme il su�t donc de

montrer que Y contient au moins un �el�ement de la base quand Y 6= ;.

Or comme Y est �ni, il contient au moins un �el�ement minimal b. On

a b 6= ^X puisque ^X 2 [� z] quand ^X 6= ;, et donc b 2 B d'apr�es le

lemme 2.3.

Soit maintenant C une partie de X telle que l'application 
 : X 3

x �! x
 = C \ [� x] soit un isomorphisme. Supposons qu'il existe un

b 2 B nC. D'apr�es le lemme 2.3 il existe au moins un z 2 X n [b �] tel que

[< b] � [� z]. On a alors b
 = C \ [< b] � z
 = C \ [� z], contredisant

l'hypoth�ese que 
 est un isomorphisme. Donc C contient B.

On d�e�nit de même l'application

�

� : X 2 x �!

�

B \ [x �], et l'on a

pour

�

� des �enonc�es sym�etriques de ceux pour �. On notera que x� = ;

ssi x = ^X, et x� = X ssi x = _X.

Exemples. | Soit X = f1; 2; 3; 4g avec la relation d'ordre � d�e�nie par

f1; 2; 3g = [� 3] et f1; 2; 4g = [� 4]. Tous les �el�ements de X appartiennent

�a la base et �a la cobase. La projection 
 sur C = f1; 2; 3g est injective, mais

elle n'est pas un isomorphisme puisque 4
 = f1; 2g � 3
 = f1; 2; 3g bien

que 3 et 4 soient incomparables. Le treillis enveloppant de X est obtenu en

ajoutant �a X un plus petit et un plus grand �el�ement, et aussi un �el�ement

t tel que

t = Sup(f1; 2g) = Inf(f3; 4g) :

Ce treillis est le treillis enveloppant de S(3) (muni de l'ordre fort) vu au

5.

La proposition 2.4 requiert une condition topologique quand X n'est

pas �ni. Ainsi elle n'est pas vraie quand (X; �) est un intervalle de

la droite r�eelle R puisque dans ce cas la base et la cobase sont des

ensembles vides. Par contre elle est vraie pour (Z; �) qui est �egal �a sa

base, puisque la condition des châ�nes descendantes est v�eri��ee pour toute

partie [� y]n [� z] non vide. Le treillis enveloppant est obtenu en ajoutant

�a Z un plus petit et un plus grand �el�ement.

La proposition 2.4 est aussi v�eri��ee par le treillis distributif (2

Z

; �)

dont les �el�ements sont les parties de Z.

En�n soit X l'ensemble union de l'intervalle [0; 1] de R, muni de

son ordre naturel et d'un ensemble B = fb

x

: x 2 [0; 1]g, d'�el�ements

incomparables. On ajoute les relations crois�ees 0 < b

x

et b

x

< x

0

ssi

x � x

0

2 [0; 1]. Alors B est �a la fois la base et la cobase de X. L'application

� : X �! B est un isomorphisme d'ordre, ce qui n'est pas le cas de

�

� : X �! B.

C'est un probl�eme ouvert de trouver des cat�egories non triviales de

treillis pour lesquelles la proposition 2.4 et sa sym�etrique sont vraies.
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Soit R

0

�

�

B�B la relation d�e�nie par (

�

b; b) 2 R

0

ssi

�

b � b, c'est-�a-dire,

de fa�con �equivalente, ssi b 2

�

b� ou

�

b 2 b

�

�.

PROPOSITION 2.5. | La relation R

0

est une relation basique.

Preuve. | Comme X n [� x] 6= ;, sauf si x = ^X, la preuve pr�ec�edente

montre que

�

b� 6= B pour chaque

�

b 2

�

B. Supposons qu'un �el�ement

�

b 2

�

B

et une partie

�

C de

�

B soient tels que

�

b� = \f�c� : �c 2

�

Cg. Comme �

est un isomorphisme d'apr�es (2.4), on a �c 2 [

�

b �] pour tout �c 2

�

C, et

r�eciproquement

�

b� � x� pour tout x 2 [

�

b �]; l'hypoth�ese implique que

�

b� = \fx� : x 2 [

�

b �]g et en�n

�

b 2

�

C d'apr�es la d�e�nition de

�

B.

Autrement dit, aucune ligne de R

0

n'est l'intersection d'autres lignes.

Ceci ach�eve la preuve par sym�etrie entre B et

�

B

Nous appelerons d�esormais la relation R

0

pr�ec�edente la relation basique

de l'ensemble ordonn�e (X; �).

On voit facilement qu'un �el�ement x 2 X appartient �a

�

B\B ssi x

�

��x�

est un rectangle de 1 (au sens donn�e plus haut �a ce terme) dans la relation

basique.

Donnons maintenant �a la preuve du th�eor�eme 2.6.

Prenant une copie

�

X de X et une bijection X 3 x ! �x 2

�

X, nous

associons �a (X; �) sa matrice d'incidence, c'est-�a-dire la relation R dans

�

X � X telle que (�x

1

; x

2

) 2 R ssi x

1

� x

2

. La relation basique de (X; �)

est simplement la restriction de R �a

�

B �B.

Utilisant les conventions du d�ebut de cette annexe, on voit que pour

chaque x 2 X, on peut identi�er la colonne x�� �a l'intervalle sup�erieur

[x �] et la ligne �x� �a [� �x]. Le treillis T et le treillis antiisomorphe

�

T de

la construction de Ore sont donc respectivement le treillis enveloppant de

(X; �) et celui de l'ensemble antiisomorphe (

�

X; �).

Comme les applications � et

�

� sont injectives, les relations R\ (

�

X�B)

et R\ (

�

B �X) engendrent des paires de treillis isomorphes �a

�

T � T . Les

hypoth�eses du lemme 2.8 sont donc satisfaites, ce qui permet de conclure

que la relation basique R\ (

�

B �B) de (X; �) est aussi celle du treillis T

Nous en venons maintenant au clivage.

Soit R �

�

B � B la relation basique d'une relation d'ordre (X; �).

Le lemme 2.2 montre que deux �el�ements �x; x 2 X sont tels que X n'est

l'union disjointe de [� �x] et [x �] que si (�x; x) 2

�

B � B. En ce cas, x

d�etermine �x et r�eciproquement.

Il est clair que si (

�

b

1

; b

1

) et (

�

b

2

; b

2

) sont deux paires clivantes, on a

b

1

� b

2

ssi

�

b

1

�

�

b

2

. Ceci conduit �a d�e�nir le morphisme partiel NEG de

B dans

�

B en posant :
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NEG(b) =

�

b s'il existe

�

b 2

�

B tel que (

�

b; b) soit un clivage

= ; sinon

Nous supposons d�esormais que X est le treillis d�e�ni par R.

Soient b 2 B, Y := X n [b �] et s := Sup(Y ). L'ensemble X est

l'union de [� s] et de [b �], cette union �etant disjointe ssi b =2 [� s]. Donc

NEG(b) = s ou ; selon que b =2 [� s] ou non.

Consid�erons alors l'unique �el�ement b

�

couvert par b. Comme b

�

2 Y ,

on a Inf(b

�

; s) 2 fb; b

�

g et d'autre part Sup(Inf(b; y) : y 2 Y ) = b

�

.

Par cons�equent la relation de distributivit�e

Inf

�

b

�

; Sup(Y )

�

= Sup

�

fInf(b

�

; y) : y 2 Y g

�

implique b =2 [� s] et en�n NEG(b) = s 6= ;.

Compte tenu de la sym�etrie entre B et

�

B, cette remarque �etablit la

partie directe du th�eor�eme 2.8.

Revenant au cas g�en�eral, nous isolons le

LEMME 8.5. | Pour chaque b 2 B, on a NEG(b) 6= ; ssi il existe un

�

b 2

�

B tel que

�

b � = B n [b �].

Preuve. | Il su�t d'observer qu'avec les notations introduites plus haut,

on a b =2 [� s] ssi s� = Y \ B

Comme B \ [b �] est l'ensemble des b

0

2 B tels que b

0

�

� � b

�

�, il en

r�esulte que la fonction NEG se calcule directement �a partir de la relation

R et, de plus, que si NEG(b) 6= ; pour chaque b 2 B, la restriction de

R �a NEG(B)�B est d�etermin�ee par la seule donn�ee de la restriction de

l'ordre � �a B.

Pour achever la preuve, nous supposons d�esormaisR telle queNEG(b) 6=

; pour chaque b 2 B.

Soit T 2 2

2

B

le plus petit treillis pour les op�erations [ et \ de (2

B

; �)

qui contienne tous les sous-ensembles b

0

:= [b �] (b 2 B) de B; il est

classique que (T; �) est un treillis distributif en tant que sous-treillis du

treillis distributif (2

B

; �). En outre b �! b

0

est un isomorphisme (d'ordre)

de B sur une partie B

0

de T .

Posons aussi b

0

:= B n [b �] � 2

B

pour chaque b 2 B. Cet ensemble

appartient �a T et il est l'union des b

0

0

2 B

0

n [b

0

�], ce qui montre que

(b

0

; b

0

) est un clivage de T et que la base et la cobase de ce treillis sont

B

0

et B

0

= fb

0

: b 2 Bg.

D'apr�es le lemme 8.5, la relation basique R

0

� B

0

� B

0

de T est

isomorphe �a la restriction R

0

de R �a

�

B

0

�B o�u

�

B

0

= NEG(B) �

�

B.
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On v�eri�e maintenant que

�

B

0

=

�

B. Soit

�

b un �el�ement de la cobase

�

B.

Si b 2

�

b�, on a b

0

2

�

b� pour tout b

0

2 B \ [� b] d'apr�es la d�e�nition de � .

Par cons�equent, l'image de

�

b� dans 2

B

par l'isomorphisme b �! b

0

est un

�el�ement du treillis T . On a donc

�

b 2

�

B

0

, montrant que

�

B

0

=

�

B, c'est-�a-dire

que T est bien le treillis engendr�e par R

Les calculs dans le treillis distributif T sont facilit�es par l'identit�e de

Morgan

t

�

� = NEG(B n t�) (t 2 T )

que l'on d�eduit imm�ediatement du lemme 8.5 en identi�ant, par compl�ementation

ensembliste, le treillis antiisomorphe

�

T 2 2

2

B

�a un sous treillis de (2

B

; �).

Il est curieux que l'�egalit�e num�erique card(B) = card(

�

B) entre la base

et la cobase reste vraie dans la vari�et�e des treillis modulaires dont les

treillis distributifs sont une sous vari�et�e.

Pour avoir des exemples plus substantiels, nous consid�erons le treillis

des partitions d'un entier n. Nous faisons r�ef�erence �a un article r�ecent de

C.Greene et Kleitman [G-K] dans lequel le lecteur trouvera expos�es les

principaux r�esultats sur l'ensemble des partitions en tant que treillis ( cf.

aussi S.Kim dans un article �a parâ�tre).

Nous adoptons la notation exponentielle pour les partitions, et appelons

�equerre une partition du type 1

k

c, i.e. une partition qui a au plus une part

di��erente de 1.

PROPOSITION 8.6. | La base du treillis des partitions d'un entier �x�e n

est constitu�ee des partitions, ayant trois parts di��erentes au plus, du type

ab

k

c, o�u k � 2 et a < b < c, avec les cas d�eg�en�er�es suivants : ab

k

, b

k

c, b

k

,

( k � 2), et bc.

La cobase est form�ee des partitions transpos�ees des �el�ements de la base.

L'intersection de la base et de la cobase est constitu�ee par les �equerres.

Pour que deux partitions g, �g, d�eterminent un clivage, il faut que l'une

d'entre elles soit une �equerre. R�eciproquement, chaque �equerre donne deux

clivages, selon qu'elle est consid�er�ee comme un �el�ement de la base ou de

la cobase.

Preuve. | En e�et, deux partitions sont cons�ecutives dans le diagramme

des partitions ssi l'on obtient le diagramme de l'une �a partir de celui de

l'autre en d�epla�cant de mani�ere minimale une bô�te. Si la partition a au

moins quatre parts di��erentes, elle ne peut être irr�eductible pour _. On

exclut ensuite les cas a

h

b

k

c

l

o�u hl > 1. Les cas restants se v�eri�ent sans

di�cult�e.

Soit maintenant un clivage [g �]; [� �g]. La partition g appartient �a la

base, supposons la du type g = ab

k

c, a < b � c o�u 2 � k si b 6= c et

1 � k si b = c. Consid�erons h = 1

n�c�1

c + 1. L'�el�ement g ne v�eri�e pas
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g � h, puisque a < a + 1. Or h est couverte par une seule partition, �a

savoir h

+

:= 1

n�c�2

2 c et l'on a g � h

+

. Donc h est un �el�ement maximal

du compl�ement de [g �]. Comme par hypoth�ese, ce compl�ement est �egal

�a [� �g], on doit avoir �g = h. De plus alors g = ac

m

, o�u m est la partie

enti�ere de n=c et a le reste. Par conjugaison des partitions, on v�eri�e que

sym�etriquement, le compl�ement de [h �] est un intervalle inf�erieur

Par exemple, les rectrices de 1

5

24

2

sont 34

3

, 13

3

5, 12

4

6 et 1

7

8. Le lecteur

pourra v�eri�er que le nombre des rectrices d'une partition est au plus �egal

�a la valeur de sa deuxi�eme plus grande part.
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Polynômes de Kazhdan-Lusztig pour les vari�et�es de Schubert

vexillaires

Alain Lascoux

R�esum�e. | Nous donnons, dans le cas du groupe sym�etrique, les polynômes de

Kazhdan-LusztigP

�

(�) pour toutes les permutations vexillaires � et pour � quelconque.

Nous utilisons pour ce faire la description de l'ordre de Bruhat �a l'aide du treillis

enveloppant du groupe sym�etrique.

Kazhdan-Lusztig polynomials for vexillary Schubert varieties

Abstract. | We give Kazhdan-Lusztig polynomials P

�

(�) for all vexillary permuta-

tions � (i.e. � does not contain any substring jikh, i < j < h < k), and all �. We use

the embedding of the symmetric group into its envelopping lattice, and the character-

ization of a permutation by the set of bigrassmannian ones which are below it with

respect to the Ehressmann-Bruhat order.

Zelevinsky [Ze] a d�ecrit une r�esolution des singularit�es des sous-vari�et�es

de Schubert des Grassmanniennes, qui explicite dans ce cas les polynômes

de Kazhdan-Lusztig [K-L1] comme polynômes de Poincar�e [K-L2].

Cette famille de vari�et�es est incluse dans celle des sous-vari�et�es de Schu-

bert vexillaires (i.e. d'indice une permutation vexillaire) de la vari�et�e de

drapeaux pour Gl(C

n

). Les classes correspondantes dans l'anneau de co-

homologie [LS2], [M], ou de Grothendieck [L], poss�edent nombre des pro-

pri�et�es combinatoires des classes dans le cas des vari�et�es de Grassmann.

Les permutations vexillaires interviennent aussi dans le crit�ere de non-

singularit�e de Lakshmibai & Sandhya :

TH

�

EOR

�

EME [La-Sa]. | La vari�et�e de Schubert X

�

, � 2 S(n), est non

singuli�ere �a l'origine, et donc est lisse, ssi pour toute projection p : S(n)!

S(4), alors

p(�) 6= 2143 ( i.e. � est vexillaire ) & p(�) 6= 1324.

En d'autres termes, il n'existe pas de quadruple d'entiers 1 � i < j < h <

k � n tel que �(j) < �(i) < �(k) < �(h) ou �(i) < �(h) < �(j) < �(k).

Nous avons choisi l'indexation des vari�et�es de Schubert pour laquelle la

vari�et�e de drapeau correspond �a l'identit�e, et la vari�et�e de Schubert de

dimension 0, �a la permutation maximum ! = n : : :1 de S(n). Nous

noterons en cons�equence P

�

(�) les polynômes de Kazhdan-Lusztig que

leurs d�ecouvreurs [K-L1] d�esignaient quant �a eux par P

�!;�!

(q). En

outre, nous consid�ererons les permutations comme appartenant au groupe

sym�etrique in�ni S(1) = limS(n), S(n) �etant plong�e dans S(n+1) par

adjonction d'un point �xe n+ 1.

Les polynômes de Kazhdan-Lusztig sont intimement li�es aux propri�et�es

de l'ordre de Bruhat sur le groupe sym�etrique [Br1], [Br2]. En vertu de
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[LS3], nous plongeons le groupe sym�etrique dans son treillis enveloppant,

l'ordre de Bruhat �etant l'ordre induit par celui du treillis. Ce dernier est

distributif, ses g�en�erateurs �etant les permutations bigrassmanniennes, qui

ne sont autres que les permutations ( que l'on notera [r

0

; r

1

; r

2

; r

3

]) du

type

(1 : : : r

0

; r

0

+r

2

+1; : : : r

0

+r

2

+r

1

; r

0

+1; : : : r

0

+r

2

; r

0

+r

2

+r

1

+1; : : : r

0

+r

1

+r

2

+r

3

) ;

o�u r

0

; r

3

� 0, r

1

; r

2

� 1 et r

0

+ r

1

+ r

2

+ r

3

= n. Ces permutations sont

obtenues en coupant 1; : : : ; n en 4 blocs, et en permutant les deux blocs

centraux.

D'apr�es [LS3], une permutation � est d�etermin�ee par l'ensemble B(�) des

bigrassmanniennes plus petites (au sens de l'ordre d'Ehresmann-Bruhat)

qu'elle, et � � � ssi B(�) � B(�). Les �el�ements maximaux de B(�)

sont appel�es les rectrices de �, et correspondent bijectivement aux points

essentiels de Fulton [Fu].

Soit b = [r

0

; r

1

r

2

; r

3

] une bigrassmannienne, et � 2 S(n) telle que

b � �. La distance d 2 N de � �a b est le plus grand entier d tel que

[r

0

� d; r

1

+ d; r

2

+ d; r

3

� d] � �.

En�n, on appelera niveau d'une permutation � par rapport �a une autre �,

lorsque � � �, le vecteur v[�! �] des distances de � aux rectrices de �.

Moyennant ces d�e�nitions, et les formules donn�ees dans [L-S1], on peut

d�ecrire les polynômes P

�

(�) pour les permutations vexillaires:

TH

�

EOR

�

EME. | A toute partition I dont le diagramme a k coins est associ�ee

une fonction f

I

: N

k

! N [q] dans l'ensemble des polynômes en q �a

coe�cients positifs.

Soit � une permutation vexillaire, I la partition obtenue en r�eordonnant

son code. Alors pour toute permutation � � �, on a

P

�

(�) = f

I

(v[�! �]) ;

o�u v[�! �] est le niveau de � au dessus de �.

En particulier, la fonction f

I

est d�etermin�ee par le cas des permutations

grassmanniennes de code 0 � � �0I0 � � � d�ecrit en [L-S1].

La partie combinatoire de la preuve, trop longue pour être donn�ee dans le

cadre d'une note, repose sur le fait que les r�ecurrences ci-dessous su�sent

�a d�eterminer de proche en proche les polynômes cherch�es.

On veut montrer que la fonction inconnue ne d�epend que de la partition

obtenue en r�eordonnant le code de �. On consid�ere donc simultan�ement

toutes les permutations correspondant �a la même partition ( c'est une

classe vexillaire, au sens donn�e dans [LS4]). On a une induction entre
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classes vexillaires, qui correspond �a l'accroissement de la plus grande

part de la partition. En�n, on utilise les r�ecurrences suivantes (cf. [LS1])

d�eduites de celles de de Kazhdan-Lusztig, mais n'impliquant pas les arêtes

di�ciles �a calculer du graphe de Kazhdan-Lusztig. Ces relations portent

sur des couples de permutations dont on modi�e un triple de valeurs

adjacentes situ�ees �a la même place, le triple �etant not�e fa < b < cg

pour les � et f1 < 2 < 3g pour les �:

P

:::213:::

(: : : cab : : :)�P

:::213:::

(: : : bac : : :) = q

�

P

:::231:::

(: : : acb : : :)�P

:::231:::

(: : : abc : : :)

�

P

:::132:::

(: : : bca : : :)�P

:::132:::

(: : : acb : : :) = q

�

P

:::312:::

(: : : bac : : :)�P

:::312:::

(: : : abc : : :)

�

P

:::213:::

(: : : bac : : :)�P

:::213:::

(: : : abc : : :) = P

:::231:::

(: : : bca : : :)�P

:::231:::

(: : : acb : : :)

P

:::132:::

(: : : acb : : :)�P

:::132:::

(: : : abc : : :) = P

:::312:::

(: : : cab : : :)�P

:::312:::

(: : : bac : : :)

Les fonctions f

I

ne d�ependent pas des partitions I, mais seulement des

arbres associ�es �a ces partitions (cf. [LS1]). Ainsi, pour S(6), les arbres

irr�eductibles sont

j

j

�

j

j

�

j

�

j

j

V

,

de fonctions correspondantes ( avec [x] = 1 + q � � �+ q

x�1

)

f

1

(x) = [x+1], f

22

(x) = [x+1][x+2]=[2], f

333

(x) = [x+1][x+2][x+3]=[2][3],

f

233

(y; z) = [y+1][z+1]+ q

3

[y][z]+ q

6

[y�1][z�1]+ q

9

[y�2][z�2]+ � � �.

Ces quatre fonctions permettent d'exprimer tous les polynômes de Kazhdan-

Lusztig P

�

(�), pour toutes les permutations � image d'une permutation

vexillaire de S(6) par le plongement S(6) ,! S(1) � � � �S(1) � S(6) �

S(1)� � � �

Par exemple, � = 15764238 a pour code (03432000); par r�eordonnement,

on trouve la partition 2334 qui donne l'arbre

V

^. Cet arbre d�ecompose

en les deux arbres j et

j

V

, et donc

f

2334

(x; y; z) = f

1

(x)f

233

(y; z) :

La permutation ! = 87654321 est au niveau [1; 1; 1] au dessus de �, puisque

[0440], [0530] et [1250 sont les bigrassmanniennes maximales appartenant

�a S(8) d�eduites des trois rectrices de � : [1331], [1421], [2141].

Ceci implique que les param�etres x; y; z sont 0 ou 1, et donc qu'il n'y a

que 2

3

polynômes de Kazhdan-Lusztig P

�

(�) possibles (pour � variable),

�a savoir :
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f

2334

(000) = 1, f

2334

(010) = f

2334

(001) = 1 + q (� = 56781234,

� = 45678123)

f

2334

(011) = 1 + 2q + q

2

+ q

3

(� = 56784123), f

2334

(100) = 1 + q

(� = 17854236)

f

2334

(110) = f

2334

(101) = (1 + q)

2

(� = 57861234, � = 47856123),

f

2334

(111) = (1 + q)(1 + 2q + q

3

+ q

4

) ( � = 57864123),

ce qui co��ncide bien avec les valeurs fournies par Fokko du Cloux [Fo].

Les 513 permutations vexillaires de S(6) se distribuent en 15 classes

suivant l'arbre associ�e. Nous donnons le cardinal de chaque classe, ainsi

que la premi�ere permutation de la classe (pour l'ordre lexicographique),

et son code :

f

333

: 456123 (333000), card 6

f

2344

: 564312 (4432), card 2

f

233

: 156423 (033200), card 23

f

233

f

1

: 465312 (343200), card 3

f

22

: 125634 (002200), card 40

f

2

22

: 563412 (442200), card 2

f

1

f

22

: 146523 (023200), card 27

f

2

1

f

22

: 365412 (243200), card 41

f

1

f

233

: 564132 (443010), card 80

f

1

f

22

f

1

: 465132 (343010), card 9

f

2

1

: 123654 (000210), card 205

f

2

1

f

22

: 561432 (440210), card 14

f

3

1

: 126543 (003210), card 208

f

4

1

: 165432 (043210), card 46

f

5

1

: 654321 (543210), card 1
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